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1 Zur Einstimmung (5+3 Punkte)

Hinweise:

e PL1“ steht fiir ,Priadikatenlogik erster Stufe (mit Gleichheit =)*, wie sie in der Vorlesung vorgestellt
wurde. Auf diese beziehen sich in Teilaufgabe a. auch die Begriffe ,erfiillbar®, ,allgemeingiiltig* und
,unerfiillbar®.

e f und g sind einstellige Funktionssymbole. A, B, C, D sind nullstellige, p, ¢ einstellige und r ein
zweistelliges Pradikatensymbol. x and y sind Variablen.

e Es gelten die iiblichen Klammereinsparungsregeln.

a. Kreuzen Sie in der folgenden Tabelle alles Zutreffende an.

Fiir jede korrekte Antwort gibt es einen Punkt, fiir jede falsche Antwort wird ein halber Punkt
abgezogen! (Dabei werden jedoch keinesfalls weniger als 0 Punkte fiir diese Teilaufgabe vergeben.)
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< = 23 )
: & “E ] :
= - S5 | E
Az | & =- S
Ua = 8= =
3z =(r(g(x), ) = Yy r(y, 9())) X
(A=C)— (A= (B— Q) X
[Va (p(@) A f(2))] = Va p(f(2)) X
-3z (q(z) = (Vz q(x))) X
va (p(x) = p(f(2))) X

b. Bitte kreuzen Sie in der folgenden Tabelle das Zutreffende an. Fiir korrekte Antworten erhalten
Sie einen Punkt, fiir falsche Antworten wird ein Punkt abgezogen. Dabei werden jedoch nie
weniger als 0 Punkte fiir diese Teilaufgabe vergeben.

’ H Richtig ‘ Falsch

Sei G eine préadikatenlogische Formel in Pranex-Normalform und Gy, X
ihre Skolemnormalform. Wenn eine Interpretation I Modell von G ist,
dann ist I auch Modell von G-

Die Aussage sh(AAB,C, D) «+ sh(A,C,sh(B,C, D)) ist eine Tautologie. X

Das Erfiillbarkeitsproblem fiir eine Menge aussagenlogischer Hornklau- X
seln ist polynomiell entscheidbar.
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2 Interpolanten (144 Punkte)

Sei A — B eine aussagenlogische Tautologie und bezeichne Var(X) die Menge der aussagenlogischen
Atome, die in der aussagenlogischen Formel X vorkommen.

a. Welche Eigenschaften muss eine Formel [ erfiillen, damit I eine Interpolante von A — B ist?

e A — I und I — B sind aussagenlogische Tautologien und
e es gilt Var(I) C Var(A) N Var(B).

b. Seinen I1 und Is Interpolanten von A — B.
Fiillen Sie die Liicken in nachfolgenden Text aus, so dafl ein Beweis entsteht fiir der Aussage:
=1y V =15 ist eine Interpolante fiir =B — —A von A — B.

i. =B — —A ist eine ...

eine Tautologie, denn =B — —A ist logisch dquivalent zu A — B und diese Formel ist nach Voraussetzung
eine Tautologie.

ii. Nach Voraussetzung gilt Var(l;) C | Var(A)N Var(Bﬂund Var(l2) C ‘ Var(A) N Var(B).‘
Folglich gilt auch Var(—1I; V =l2) C F/ar(A) N Var(B) ‘
wegen . .. ‘ Var(—1y V —I3) = Var(l;) U V(J/f’([g).‘

iii. B — —I; V =15 ist eine Tautologie, weil ...

i. nach Vorlesung I7 A I, eine Interpolante zu A — B ist und

ii. =B — I V —I5 logisch dquivalent zu I) A I — B ist.

iv. Es bleibt nur noch zu zeigen, daf ‘—Jl V —Iy — —A| eine Tautologie ist.

Das folgt ...
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3 Shannongraphen (5 + 1 Punkte)

Erinnerung: X xor Y ist definiert als (X A=Y)V (=X AY).

a. Konstruieren Sie den (bis auf Isomorphie eindeutigen) reduzierten Shannon-Graphen (OBDD) von
Fl,. = (A1 xor Ay) V (A; xor A3) V (A; xor Ay) V (A xor A3) V (A xor Ay) V (Az xor Ay) zu
der Variablen-Ordnung A; < Ay < A3z < Ay.

Hinweis: FJ,, ist genau dann erfiillt, wenn A; xor Aj; fir ein Paar (4, j) mit 1 <4,j <4und j#1
zu wahr auswertet.

b. Sei FZ . die naheliegende Verallgemeinerung von Fg,,. iiber Atomen Aj,...,A,, die genau dann

erfiillt ist, wenn A; xor A; fiir ein Paar (4, ) mit 1 <4,j <n und j # ¢ zu wahr auswertet.

Wie viele innere Knoten (d. h. Knoten, die nicht |F| oder sind) besitzt der (bis auf Isomorphie
eindeutige) reduzierte Shannon-Graph zu F.,. (zu der Variablen-Ordnung A; < ... < 4,)?

Antwort: 2n — 1 ‘
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4 Formalisieren in Pridikatenlogik (0,5 + 1 4+ 1 + 1,5 = 4 Punkte)

Formalisieren Sie die vier folgenden Aussagen iiber Himmelskorper in Pradikatenlogik erster Stufe mit
Gleichheit. Benutzen Sie dafiir jeweils die folgenden interpretierten Symbole:

e Funktionssymbole (jeweils nullstellig): Erde, Mond, Jupiter, Neptun. Die Symbole werden ihrem
Namen entsprechend interpretiert.

e Pridikatensymbole (jeweils zweistellig):

— U(+,-) mit der Semantik (z,y) € Z(U) gdw. Himmelskorper = umkreist Himmelskorper y.
— - > - mit der Semantik (x,y) € Z(>) gdw. Himmelskorper z ist grofler als Himmelskorper y.

Sie konnen davon ausgehen, dass alle Formeln mit der Menge der Himmelskorper als Universum interpre-
tiert werden. Weitere Annahmen iiber die Interpretation Z als die obigen diirfen Sie nicht machen.

a. Der Mond umkreist die Erde.

‘ U(Mond, Erde) ‘

b. Jeder Himmelskoérper wird von einem anderen Himmelskorper umkreist.

Vxﬂy(U(y, )\ = y)

c. Jupiter ist grofler als jeder Himmelskorper, der ihn umkreist.

Va;(U(x, Jupiter) — Jupiter > a:)

d. Kein Himmelskorper, der grofier ist als Jupiter, ist grofler als Neptun.

-3z ((z > Jupiter) A (z > Neptun))
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5 Tableaukalkiil (7 Punkte)

Seien p und q einstellige Priadikatensymbole und f ein einstelliges Funktionszeichen. Vervollstdndigen und
schlieflen Sie den folgenden pridikatenlogischen Tableau-Beweis. Notieren Sie dabei:

e bei jeder Erweiterung, durch welche Regelanwendung eine Formel auf dem Tableau enstanden ist,
e bei Abschliissen die beiden Partner,

e die schlieflende Substitution.

L (p(f(X1)) = —p(X1)) sh)

/ \

0 p(f(X1)) sty 1 =p(X1) sisn
1 3y-(p(XL) Aq(y)) npe) 1 3?J-(P(Xlz) Aa(y)) e
1 (p(X3) Af|1(8/~€2(X3))) 1205(11) 1 (p(Xa2) /\<|1(8k1(X2))) 8157
1 p(X3) 130002) 1 p(X2) o)
1 q(sk2(X3)) 1an2) 1 q(sk1(X2)) o)
*5.13 |

0 p(X1) 15la(e)
%k
6,15

Die schlieBende Substitution ist o = { X2/ X1, X3/ f(X1)}.




