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Aufgabe 1

Sei X eine pradikatenlogische Signatur mit einem zweistelligen Pradikatensymbol p.

(a) Geben Sie eine pradikatenlogische Formel F' iiber ¥ an, so dass gilt: Eine Interpretation (D, I)
ist genau dann Modell von F, wenn die Relation I(p) eine strikte Halbordnung (also transitiv und
irreflexiv) auf D ist.

(b) Geben Sie eine erfiillbare pridikatenlogische Formel G iiber ¥ an, so dass gilt: Wenn eine Interpre-
tation (D, I) Modell von G ist, dann ist D unendlich.

Aufgabe 2

In der Vorlesung wurden die beiden Interpretationen Z und Zj, der Signatur, die 4, % (Funktionssym-
bole) und < (Préadikatsymbol) enthilt, vorgestellt.

Uberpriifen Sie, ob die folgenden Formeln in Z und Zj;, erfiillt sind oder nicht. Begriinden Sie jeweils
kurz.

(a) Yy(Fk1(2x k1 =y) — TFka(2x ko =y + 2))
(b) V(0 <z =z <x%2)
(c) Javy(z <y)

Aufgabe 3

Geben Sie fiir jede der folgenden Formeln an, ob sie erfiillbar, allgemeingiiltig, unerfiillbar oder keine
Formel der Priadikatenlogik erster Stufe ist. Begriinden Sie Thre Entscheidungen.

(a
(b
(c
(d
(e

¢a = Jz(Va(f(z) = f(2)))
oo = Va(f(x) =c) = f(f(f(0)) =
pe =V (Vy(p(z) V —p(y)))

¢a =V((p(x) =1 Ap(z) =q(z)) = q(x) = 1)

pe=((r—=s)—=r)—=(r—=(s—r))

~— ~— ~— ~— —

Bemerkung: p, q, r, s sind Pradikatssymbole, f, g Funktionssymbole (jeweils mit der richtigen Stelligkeit),
¢ ein Konstantensymbol (nullstelliges Funktionssymbol) und z, y sind Variablen. Eine Formel kann mehr
als eine der genannten Eigenschaften haben.



Aufgabe 4

Zu einer pridikatenlogischen Formel G in Prénexnormalform bezeichne Ggy, die durch Skolemisierung
(genauer: durch wiederholte Anwendung von Lemma 4.61 im Skriptum) aus G konstruierte Formel in
Skolem-Normalform.

(a) Geben Sie (ohne Beweis) jeweils eine priadikatenlogische Formel G in Pranexnormalform an, so dass
Folgendes gilt:

(i) =Gsko A G ist erfiillbar,
(ii) =Ggko A G ist unerfiillbar,
(ili)) G — Ggko ist nicht allgemeingiiltig.

(b) Zeigen Sie, dass Gg,, — G fiir alle pradikatenlogischen Formeln G in Prianexnormalform allge-
meingiiltig ist.

Aufgabe 5

Berechnen Sie fiir die pradikatenlogischen Formeln (a) und (b) zunéchst die Pranex-Normalform und dann
die Skolem-Normalform.

(a) (Vo p(x) = Vo q(z)) = Va(p(z) — q(z))
(b) 3a(Vy p(x,y) V 3z(p(x, 2) AV p(z,2)))

(c) Geben Sie eine Skolem-Normalform fiir (a) an, die sich von Ihrer Losung zu (a) nicht nur durch
Umbenennung und Aquivalenzumformung unterscheidet.

Aufgabe 6

Finden Sie eine Formel ¢ der Priadikatenlogik erster Stufe mit leeren Vokabular, so dal M | ¢ genau
dann gilt, wenn M genau drei Elemente hat. Die Formel ¢ enthilt also als einziges Relationszeichen das
Symbol = fiir die Gleichheit.



