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Losungen zu Ubungsblatt 4

Dieses Ubungsblatt wurde in der Ubung am 29.11.2013 besprochen.

Aufgabe 1

Handelt es sich bei den folgenden Zeichenketten um Terme oder Formeln der Pradikatenlogik erster Stufe?
Welche Vorkommen welcher Variablen sind frei, welche gebunden?

(a) j(f(z),9(z),h(2),k)
(b) Yy3Ipp(y)

(c) VaVz (g(f(2), [(y)) = 2)
)

(d) vy (p(f(x)) = a(y, 2))

Die Signatur enthalte dabei folgende Symbole: Fx. = {f, g, h,,7,k}, Ps = {p,q,r}. Die Stelligkeiten der
Symbole kénnen Sie als korrekt verwendet annehmen. Aulerdem sei Var = {z,y, z}.

Lésung zu Aufgabe 1

(a) 7(f(z),g(x),h(2), k) ist ein wohlgeformter Term.

(b) Yy3pp(y) ist weder Term noch Formel. In PL1 ist es nicht moglich, iiber Priadikatensymbole zu
quantifizieren (Jp).

(¢) VaVz (g(f(2), f(y)) — z) ist weder Term noch Formel. Implikation zwischen Termen ist nicht wohl-
geformt.

gebunden

!
(d) Y23y (p(f(z)) — q(y, 2)) ist eine Formel. Die Variablenvorkommen sind entsprechend markiert.

T T

gebunden frei

Aufgabe 2

Tante Agathe wurde in ihrem Haus tot aufgefunden. Nach bisherigen Ermittlungen gilt Folgendes als
sicher:

1. Im Haus lebten nur Agathe, ihr Butler und Onkel Charles.
2. Agathe wurde von einem Hausbewohner getotet.
3. Wer jemanden totet, hasst sein Opfer.

4. Charles hasst niemanden, den Agathe hasste.



5. Der Téter ist niemals reicher als das Opfer.
6. Der Butler hasst alle, die nicht reicher als Agathe sind oder die Agathe hasste.
7. Kein Bewohner des Hauses hasst(e) alle Hausbewohner.
Gegeben ist ferner die pradikatenlogische Signatur ¥ agqthe = (F, P, o) mit
e P = {kills, hates, richer}
o '={a,b,c}
o afa) =a(b) =alc) =0, a(kills) = a(hates) = a(richer) = 2

Formalisieren Sie die Aussagen 1-7 in Pridikatenlogik mit dem Vokabular aus X agathe-
Bemerkung: Dieses Problem ist ein Standardproblem zur Evaluierung von automatischen Beweisern.
Auf einem spdteren Ubungsblatt werden wir den Tdter auch formal iberfithren konnen.

Lésung zu Aufgabe 2

. Ve(z=aVax=bVaz=c)

2. Jz(kills(z, a))
eigentlich gehort aber die Aussage 1. (Stichwort Hausbewohner) noch mit in die Kodierung, so
dass die (in Kombination mit (1) dquivalente) Formel Jz(kills(z,a) A (x =aVax =bVa =c¢) =
kills(a, a) V kills(b, a) V kills(c, a) noch exakter formalisiert.

3. VaVy(kills(z,y) — hates(z,y))

4. Vz(hates(a, x) — —hates(c, x))

5. VaVy(kills(z,y) — —richer(z,y))

6. Vz((—richer(x,a) V hates(a, z)) — hates(b, x))

7. ~3xVy(hates(z,y))

Aufgabe 3

(a) Betrachten Sie jeweils die folgenden Substitutionen o und Formeln F. Falls o fiir F' kollisionsfrei
ist, geben Sie o(F') an; andernfalls geben Sie an, wo eine Kollision auftritt.

() o = {z/c, y/flc,9(x))} F = Va(p(g(z), f(2,y)) V q(x))
(ii) o = {z/f(9(z),c)} Fo= 3y(p(z,y) v 32e(f(2,¢) = f(c,2)))
(i) o = {y/g(z), z/9(y)} F o= p(x,y) = Va(q(f(z, 2)) vV y(q(f(z,9))))

(b) Betrachten Sie jeweils die folgenden Formeln F' und G. Geben Sie einen allgemeinsten Unifikator p
sowie das Ergebnis u(F) = u(G) der Unifikation an, falls sie unifizierbar sind.

(Hierbei sind a, b Konstanten, f, g, h Funktionssymbole und v, z, y, z Variablen.)

(i) F = f(xv'Z?Z) G = f(g(avy)vh(v)7h(y))
(ii) F = f(g(x,z),z,h(b,:n)) G = f(g(a,y),h(v,a),y)

(iii) F = g(z,9) G = g(f(y), f(x))

(iv) F = f(9(y),h(y,9(y))) G = f(z,h(g(x),9(g9(x))))



Lésung zu Aufgabe 3

(a) (i) Nicht kollisionsfrei, da

e x kommt in o(y) vor.

e y kommt im Wirkungsbereich des Quantors Va vor.

(ii) Kollisionsfrei, das zweite Auftreten von z (dort gebundene Variable!) wird nicht ersetzt.
o(F) = 3y(p(y, fg(x), ) vV VaIz(f(2,¢) = f(c, )))
(iii) Kollisionsfrei (das zweite Vorkommen von y wird nicht ersetzt)

o(F) = p(z,g(x)) = Ya(q(f(z,9(y)) vV Iy(e(f(x,y))))

(b) (i) unifizierbar. Robinson ergibt:

:u[):id MO(F) :f(,Z,Z) NO(G) :f( g(“??/) 7h(v)vh(y))
m ={z/g(a,y)} i (F) = f(g(a,y),[2] 2) 1 (G) = fg(a,y),| h(v) |, h(y))
p2 = {z/g(a,y), z/h(v)} p2(F) = f(g(a,y), h(v), h([v])) n2(G) = f(g(a,y), h(v), h(y])
w3 ={x/g(a,y),z/h(y),v/y} ws(F) = us(G) = f(g(a,y), h(y), h(y))

Man muss beachten, dass man weitere Ersetzungen nicht einfach zur Menge hinzunehmen kann,
sondern auch auf die darin enthaltenen Terme anwenden muss.

Beispielsweise: uz = {x/g(a,y), z/h(v)} o {v/y} = {x/g(a,y), 2/h(y),v/y}
(ii) unifizierbar. Robinson ergibt:

o = id ,UO(F) = f(g(’ Z)’Z’h(ba $))
po(G) = f(g([al ), h(v,a),y)
p1 = {z/a} pi(F) = f(g(a,[2]), 2, h(b, a))
NI(G) = f(g(aa)a h(vv a)ay)
,U,Q:{.T/Q,Z/y} MQ(F):f(g(avy)v yvh(l)?a))
n2(G) = f(g(a,y),| h(v,a)|,y)
H3 = {:U/a’ Z/h(v7 a)a y/h(v> a)} ,U3(F) = f(g(aa h(’U, a))a h(U, CL), h(@’ a))
/1'3(G) - f(g(a, h(vv a’))7 h(?}, a) h(? a’))
M4 = {m/av Z/h(ba a)a y/h(ba a)a U/b} ,u4(F) = ﬂ4(G) = f(g(av h(b7 a))v h(b’ a)? h(b CL))

(iii) Im ersten Schritt des Robinsonalgorithmus erhélt man:

m = {z/f(y)}
m(F) = g(f(w):y)
m(G) = g(f(), f(f(y))

Nun aber muss der Algorithmus abbrechen, weil D({u1(F), u1(G)}) = {y, f(f(y))} und die
sind nicht unifizierbar, weil y eine Variable ist und in f(f(y)) auftritt.

(iv) unifizierbar. Der Robinsonalgorithmus mit Zwischenergebnissen:

o = id Ho(F) = (9@ L by, 9w)  1o(G) = F(Z) hlg(2), 9(9()))
m = {z/9()} m(F) = flgw), h([W} o)) m(G) = flaw), h(g() ] g(g())))
p2 ={z2/9(9(x)),y/9(x)} p2(F) = p2(G) = f(g(9(2)), h(g(z), 9(9(z))))



Aufgabe 4
Geben Sie eine Folge
(s1,t1), (s2,t2), (s3,t3), ...
von Termpaaren an, so daf:
e Fiir alle n € N sind s,, und ¢,, unifizierbar.
e Die Grofle der Terme s, und ¢, wichst (hochstens) linear in n.

e Die Groe des Ergebnisses o,(sy) bzw. oy, (t,) der Unifikation (o, ist ein allgemeinster Unifikator
von s, und t,) wichst exponentiell in n.

Hinweis: Betrachten Sie die Terme g(z1, z2) und g(c, f(x1,21)), und verallgemeinern Sie.

Losung zu Aufgabe 4

Sn = g(x1,me, .. Tp_1,xy)

tp, = g(c7f(x1,x1),f(x2,332),---7f(1‘n71733n71))

Die Léange [sn| von s, ist n + 1 und |¢,| ist 3n — 1, also linear in n (Klammern und Kommata nicht
gezdhlt). Der allgemeinste Unifikator instantiiert zy mit ¢ und x; 11 mit f(z;,z;) (1 <1i < n). Darum gilt

o(z1)] = 1
lo(x; + 1) = 142 |o(x;)| firl<i<n

und also
lo(z))| =20 -1 firl<i<n
Schliefllich
lo(s)l = lo(t)] = 14> (2'—1)
i=1

= "t 41

Die Lénge von oy,(sy,) = o(ty) ist also exponentiell in n.



