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Losungen zu Ubungsblatt 10

Dieses Ubungsblatt wurde in der Ubung am 24.01.2014 besprochen.

Aufgabe 1
Gegeben sei die Relation > = {(a,b), (b,d), (¢,b), (d,a), (d,e)}.
(a) Bestimmen Sie

(i) — (die reflexive, transitive Hiille von >),

(ii) &5 (die transitive Hiille von >) und

(iii) <> (die reflexive, transitive, symmetrische Hiille von ).
(b) Zeigen Sie, dafi > lokal konfluent sowie konfluent ist.
(c) Erweitern Sie die Relation > um ein Tupel, so daf} sie zwar lokal konfluent bleibt, aber nicht mehr

konfluent ist.

Loésung zu Aufgabe 1

Die reflexive, transitive, symmetrische Hiille <+ = {a, b, ¢, d, e} x {a,b,c,d, e} .



(b) Die Knoten a, b, ¢, e haben nicht mehr als einen Nachfolger bzgl. >=: an diesen Stellen ist somit keine
Divergenz moglich.

Der Knoten d hat zwei unmittelbare Nachfolger: @ und e. Wegen a —» e (s.0.) ist > lokal konfluent.

Ebenfalls ist > konfluent, da von allen Knoten aus, die von d erreichbar sind (a, b, d, €), der Knoten e
erreichbar ist.

(Nota bene: Der Satz, dass jedes noethersche und lokal konfluente Reduktionssystem konfluent ist,
ist hier nicht anwendbar, da die Relation nicht noethersch ist.)

(c) Wir fiigen einen neuen Knoten f, sowie das Paar (a, f) hinzu. Die einzige neue Divergenz ist
f=<a>0b. Wegen b a5 f bleibt >~ lokal konfluent. Die neue Relation ist aber nicht konflu-
ent, da b e gilt, und weder f noch e Nachfolger bzgl. > haben.

Aufgabe 2

Seien N := N\ {1,0} und N’ := N\ {0} Teilmengen der natiirlichen Zahlen. Die Relation > C N x N ist
definiert als

a>b <= Dbteiltaunda#b (a,b e N).

Betrachten Sie nun die Reduktionssysteme (N, =) und (N',>):

(a) Ist (N, >) lokal konfluent? Ist (N', ) lokal konfluent?

(b) Ist (NV,>) konfluent? Ist (N, >) konfluent?

(c) Ist (NV,>) noethersch? Ist (N',>) noethersch?

(d) Besitzt (NN, >) irreduzible Elemente? Besitzt (N, ) irreduzible Elemente?
Wenn ja, welche? Wenn ja, welche?

Begriinden Sie Thre Antworten kurz.
Bemerkung: Mit = ist jeweils die Einschrinkung auf N x N bzw. N’ x N’ gemeint.

Lésung zu Aufgabe 2

Betrachten wir zunédchst nur (N, >)
(a) Es gilt:
6>2 6>3

Aber 2 und 3 sind irreduzible Elemente, weil sie keine echten Teiler grofier 1 haben. Also ist das
Reduktionssystem nicht lokal konfluent.

(b) ... und damit natiirlich auch nicht konfluent.

(¢) Aus n > m folgt, dass n > m. In N kann es aber keine unendliche absteigende Kette geben ((N, >)
ist noethersch), also ist (IV, >) noethersch.

(d) Die irreduziblen Elemente sind gerade die natiirlichen Zahlen, die keine natiirlichen Teiler haben
aufler 1 und sich selbst, also die Primzahlen.
Hier féllt der Begriff irreduzibel mit dem aus der Algebra/Zahlentheorie zusammen.

Desweiteren nun die Betrachtung fiir (N’,=): 1 ist Teiler jeder positiven natiirlichen Zahl, also gilt,
dass: n = 1 fiir alle n € N'.



Aufgabe 3
Gegeben sei die modallogische Signatur, die nur das Atom P beinhaltet, sowie folgende Kripke-Struktur I =

(W, R, I) iiber dieser Signatur:
P @ P
P o-

(D.h., dass W = {wy, w2, w3, ws, ws},
R = {(w1,w2), (w1, w3), (w1, ws), (wa, w1), (wa, wa), (w3, w1), (w3, w2), (wa, w3)},
und fiir die Interpretation I gilt: I(P,w;) = I(P,wy) = [(P,wy) = W, I(P,w3) = I(P,ws) = F.)
(a) Geben Sie fiir jede Welt x € W eine Formel ¢, an, so dass fir jede Welt y € W,z # y gilt:
valy(2) # vl ().

(b) Die sogenannte Extension von ¢ (in der Struktur ) ist [¢] := {w € W | valy(¢) = W}.
Bestimmen Sie fiir die Struktur £: [OP], [O0OP], [OOP] und [OOP].

Loésung zu Aufgabe 3

(a) Die Unterscheidungsformeln sind (eine Moglichkeit):
duwy; = L0
¢w4 =P AL-P ¢w3 =-PAQP ¢w2 =0UPAP bw, = /\;:inzﬁqsi

(b) Die Extensionen in diesem Modell sind:

[[DP]] = {’wg,wg,’wg,} [[ODP]] = {wl,wg,w4}
[OOP] = {w1,we, w3, wys} [OOP] = {wy, ws}

Aufgabe 4

Kripke-Rahmen kénnen eine Eigenschaft aufweisen, die dhnlich zur lokalen Konfluenz bei Termersetzungs-
systemen ist: Ein Kripke-Rahmen ist schwach zusammenhdngend gdw



fiir alle Zusténde z,y,z € S gilt: falls R(x,y) und R(z,z), dann gibt es einen Zustand w, so dass
R(y,w) und R(z,w).

Beweisen Sie, dass die Formel ¢[JA — [OOA die Klasse der schwach zusammenhéngenden Kripke-
Rahmen (S, R) charakterisiert.

Lésung zu Aufgabe 4

e Gegeben sei ein nicht schwach zusammenhéngender Kripke-Rahmen (S, R). Zu zeigen ist, dass
(S,R) = OUA — OO A. Dazu miissen wir zeigen, dass es ein I gibt mit (S, R, I) = 00OA — OOA.

Da (S, R) nicht schwach zusammenhéngend ist, existieren s,¢,u € S und eine Partition S = V' U
VU V" mit Vv € V:

und Vo' € V':

und VYo" € V'

D.h. alsoVv € V : R(u,v) und nicht R(¢,v), sowie Vo' € V' : R(t,v") und nicht R(u,v"), sowie Yo" €
V" weder R(t,v") noch R(u,v").

Wir betrachten eine Struktur (S, R,I) mit I(v, A) = W gdw v € V. Damit gilt:

s E OOA
t = OA
und damit s ¥ O0A Widerspruch zur Annahme!

Diese Argumentation gilt auch, falls eine oder zwei Mengen aus {V, V', V"} leer sind.

e Sei nun (S, R) schwach zusammenhéngend. Zu zeigen ist, dass 0LJA — OOA in allen Kripkestruk-
turen (S, R, I) gilt.



In einem beliebigen Zustand s € S gelte s = OOA, d.h., es existiert ein u € S mit R(s,u) und
u = 0A. Es ist nun zu zeigen, dass s = JOA. Seit € S ein beliebiger Zustand mit R(s,t). Weil (S, R)
schwach funktional ist, gibt es einen Zustand v € S mit R(u,v) und R(t,v). Aus v |= OA folgt:
v = A und damit gilt ¢ = O A. Da t beliebig war, folgt s = OO A.



