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Omega-Strukturen (Wiederholung) T

Definition

Eine omega-Struktur R = (N, <, &) fur eine aussagenlogische
Signatur P besteht aus der geordneten Menge der natiirlichen
Zahlen

(N, <)

interpretiert als Menge abstrakter Zeitpunkte und einer Funktion
£&: N 2P
mit der Intention

p € £(n) < in R ist pzum Zeitpunkt n wahr
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LTL und Biichi-Automaten AT

Fidr einen Automaten B = (S, V, s, 9, F) mit

V = 2% wobei
> = Menge aussagenlogischer Atome,

kénnen wir

» Omega-Strukturen & Uber  und

» unendliche Wérter w € V¥ Uber V
identifizieren.
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Notation AT

Fir die folgenden drei Beispiele vereinbaren wir die folgende
Notation

» eine aussagenlogische Signatur X mitp,g € ©
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Notation AT

Fir die folgenden drei Beispiele vereinbaren wir die folgende
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Notation AT

Fir die folgenden drei Beispiele vereinbaren wir die folgende
Notation

» eine aussagenlogische Signatur X mitp,g € ©
> V = 2z
» P={becV|pecbh}
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Notation AT

Fir die folgenden drei Beispiele vereinbaren wir die folgende
Notation

» eine aussagenlogische Signatur X mitp,g € ©
» V=2%

P={beV|peb}

Q={becV|gebh}

v

v

Prof. Dr. Peter H. Schmitt — Formale Systeme 4/21



Automat fir ¢Op (T

Far den Automaten Agpp

4 )

— P O

gilt
§eLl¥(Amp) = EEO0Op
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Automat fir pU g (T

Far den Automaten Apynsilg

4 )

—\ © O

gilt
§ e L“(Apuntig) < EFEPUQ
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Automat far 00g (T

Fir den Automaten Az

4 )

Q
V

§el’(Aing) = (FDO0q

gilt
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Lemma (T
Automat fir Konjunktion

Seien

A1 = (81) V,S?,(51,F1),
Ap = (82, V, 83,02, F2)

Blchi-Automaten,
C1, G5 LTL-Formeln mit

At | Gy
A2 = G

Dann gibt es einen Blchi-Automaten C mit

C):C1/\C2
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Automat far O0Op A OO0q

a N
= \

Q)

% @
P
q
P
><
v
q
14
v P II a
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Allgemeine Konstruktion fir XIT
Konjunktionsautomaten

Gegeben A; = (S;, 2, 4;, Fi)

Gesucht C = (S, 8%, 6, F) mit L“(C) = L“(Aq) N L*(Ap).

S

SO

F

falls sy € Fyund i =1
(t‘|7t272) € 5((317327 I)7 a)
falls s, € Found i =2
(t17t2a 1) € 5((31,32,0,3)
sonst

(t17t25i) € 6((3153271')?&)
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-

81 X 82 X {1,2}

(s{,82.1)

F1 X 82 X {1}

L e (51(81,8) und b € 52(82, a)
ti € 61(81,a@) und b € 92(s2, a)
ie{1,2},

ty € 01(s1,@) und o € 92(sz, @)
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Theorem AT

Zu jeder LTL-Formel
B

gibt es einen — effektiv konstruierbaren — Bichi-Automaten
Ap
mit

L“(Ag) ={¢e V¥ [{ =B}

Beweis: Konstruktion folgt
Weitere Details im Skriptum.
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Beweis AT
Konstruktion

Gegeben: LTL-Formel B
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Beweis AT
Konstruktion

Gegeben: LTL-Formel B
P Menge der AL-Atome, B in Negationsnormalform
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Beweis AT
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Gegeben: LTL-Formel B
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Beweis AT
Konstruktion

Gegeben: LTL-Formel B
P Menge der AL-Atome, B in Negationsnormalform
nur: -, AV, U, V, X inB

Gesucht: Buchi-Automat Ag = (V, S, So, 9, F)
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Beweis AT
Konstruktion

Gegeben: LTL-Formel B
P Menge der AL-Atome, B in Negationsnormalform
nur: -, AV, U, V, X inB

Gesucht: Buchi-Automat Ag = (V, S, So, 9, F)

vV =2P
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Beweis AT
Konstruktion

Gegeben: LTL-Formel B
P Menge der AL-Atome, B in Negationsnormalform
nur: -, AV, U, V, X inB

Gesucht: Buchi-Automat Ag = (V, S, So, 9, F)

V=2F
subF(B) sei die Menge aller Teilformeln von B

Prof. Dr. Peter H. Schmitt — Formale Systeme 12/21



Beweis AT
Konstruktion

Gegeben: LTL-Formel B
P Menge der AL-Atome, B in Negationsnormalform
nur: -, AV, U, V, X inB

Gesucht: Buchi-Automat Ag = (V, S, So, 9, F)

V=2F
subF(B) sei die Menge aller Teilformeln von B
S = {sCsubF(B)|0¢s,1e€s

wenn (Cy1 A Cz) € sdann Cy e sund Co € s
wenn (Cy vV C) € sdann Cy € soder C> € s }
So = {s€S| Bes}
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Beweis AT
Konstruktion

Gegeben: LTL-Formel B
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wenn (Cy1 A Cz) € sdann Cy e sund Co € s
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Beweis AT
Konstruktion

Gegeben: LTL-Formel B
P Menge der AL-Atome, B in Negationsnormalform
nur: -, AV, U, V, X inB

Gesucht: Buchi-Automat Ag = (V, S, So, 9, F)

V=2F
subF(B) sei die Menge aller Teilformeln von B
S = {sCsubF(B)|0¢s,1e€s

wenn (Cy1 A Cz) € sdann Cy e sund Co € s
wenn (Cy vV C) € sdann Cy € soder C> € s }
So = {s€S| Bes}

E;=A;UB,fur1 <i< kalle Fmin der Form AU B in subF(B).
F={F1,...,Fx} mit
Fi={se S|E;¢soderE;€sundB; € s}
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Konstruktion (T
Die Ubergangsfunktion 4

Fur s, t € Sund a € 2F gilt t € §(s, a) wenn alle folgenden
Bedingungen erflillt sind

1. Firallepe Pmitp e sqiltp € a.
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Konstruktion (T
Die Ubergangsfunktion 4
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Konstruktion (T
Die Ubergangsfunktion 4

Fur s, t € Sund a € 2F gilt t € §(s, a) wenn alle folgenden
Bedingungen erflillt sind

1. Firallepe Pmitp e sqiltp € a.

2. Firallepe Pmit—-pe sqiltp ¢ a.

3. Falls X Ac sdann Ac t.
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Konstruktion (T
Die Ubergangsfunktion 4

Fur s, t € Sund a € 2F gilt t € §(s, a) wenn alle folgenden
Bedingungen erflillt sind

. Furallepe Pmitp e sqiltp e a.

2. Firallepe Pmit—-pe sqiltp ¢ a.

3. Falls X Ac sdann Ac t.

4. Falls AUB e s,danngilt Be soder (Ac sund AU B 1).

—_
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Konstruktion (T
Die Ubergangsfunktion 4

Fur s, t € Sund a € 2F gilt t € §(s, a) wenn alle folgenden
Bedingungen erflillt sind

1. Firallepe Pmitp e sqiltp € a.

2. Firallepe Pmit—-pe sqiltp ¢ a.

3. Falls X Ac sdann Ac t.

4. Falls AUB e s,danngilt Be soder (Ac sund AU B 1).

5. Falls AV Be s,dann (B € sund A € s) oder (B € sund
AV Bet).
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Beispiel KIT

B=9300p
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Beispiel KIT

B=9300p
B=1UOp
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Beispiel
B=9300p
B=1UOp
B=1U-(-0U-p)
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Beispiel KIT

(=0 U —p)

I
—_. = A >
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Beispiel KIT
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Beispiel KIT

V={{pt=p. {}=-p}
subFmI(B) = {B,By =0V p,p, 1,0}
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Beispiel KIT

V={{pt=p. {}=-p}
subFmI(B) = {B,By =0V p,p, 1,0}

S = {{B},{Bo},{p},{B, Bo,p},{B, Bo}{B, p}{Bo, p}}
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Beispiel KIT

V={{pt=p. {}=-p}

subFmI(B) = {B,By =0V p,p, 1,0}

S= {{B}v {BO}a {p}) {Bv BOvp}a {B’ BO}{B7 p}{B()vp}}
E1 =1 UBoi.e.A1 :1,B1 :Bo

F={F}

F1 = {{BO}v {p}7 {807 p}v {87 BO}7 {87 307 p}}

Prof. Dr. Peter H. Schmitt — Formale Systeme 14/21



Beispiel KIT

Ubergangsfunktion
® ®

4. FallsAUBe s, danngilt Be soder(Ac sund AU B e t).

5. Falls AV B e s,dann (B € sund A € s) oder (B € sund
AV Bet).
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Beispiel KIT

Ubergangsfunktion
® ®

4. FallsAUBe s, danngilt Be soder(Ac sund AU B e t).
5. Falls AV B e s,dann (B € sund A € s) oder (B € sund

AV Bet).

4. Falls1 U By € s, dann gilt By € s oder (1 € s und
1UByet).

5. FallsOV p e s,dann (p € sund 0 € s) oder (p € s und
OVpel.
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Beispiel KIT
Ubergangsfunktion

® 0

4. FallsAUBe s, danngilt Be soder(Ac sund AU B e t).
5. Falls AV B e s,dann (B € sund A € s) oder (B € sund

AV Bet).

4. Falls1 U By € s, dann gilt By € s oder (1 € s und
1UByet).

5. FallsOV p e s,dann (p € sund 0 € s) oder (p € s und
OVpel.

4. Falls B € s, dann gilt By € soder B € t.
5. Falls By € s,dann (p € sund By € t).
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Beispiel KIT

Ubergangsfunktion

© 0

Bes By¢s Bet

Bes,Byes keine Einschrankung
Byes,pes Byet

Byes,pégs nicht mdglich
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Beispiel KIT

Ubergangsfunktion

© 0

Bes By¢s Bet

Bes,Byes keine Einschrankung
Byes,pes Byet

Byes,pégs nicht mdglich

S ={{B},{Bo},{p},{B, Bo,p},{B, Bo},{B, p}{Bo, p}}
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Beispiel KIT

Ubergangsfunktion

© 0

Bes By¢s Bet
Bes,Byes keine Einschrankung
Byes,pes Byet
Byes,pégs nicht mdglich
S= {{B}v {BO}’ {p}7 {Bv BOvp}’ {B BO}a {B’ p}{BOMD}}
Sackgassen
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Beispiel KIT

(8. 8. p} {Bo, p}
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Beispiel KIT

4

9,

{B}
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Beispiel KIT

4

9,

{B}

Y

Y P (B.p} s} {Bo, p}

0
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Beispiel KIT
4
Q Knoten {B,p} kann

{B} weggelassen  werden
ohne L“(B) zu andern.

Y

Y P (B.p} s} {Bo, p}

0>
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Beispiel KIT

4

9,

{B}

Y

@ (B, p}
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Beispiel KIT

4

Q

{B}

{Bo, p}
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Beispiel KIT

4

Q

{B}

P Y

@
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Beispiel KIT

4
Q Knoten p ist nicht er-

reichbar.
{B} Knoten {By,p} kann
weggelassen werden

ohne L¥(B) zu andern.

18/21
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Beispiel KIT
Endergebnis
|4

Q

{B}

P Y

@
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Beispiel
Endergebnis
|4

Q

{B}

Beide verbleibenden
Zustande sind Startzustande.
Man sieht aber, daB es
genlgt {B} als Startzustand
zu haben.

P Y

@
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Korollar AT

ErfUllbarkeit und Allgemeingultigkeit von LTL Formeln ist ent-
scheidbar.
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Korollar AT

ErfUllbarkeit und Allgemeingultigkeit von LTL Formeln ist ent-
scheidbar.

Beweis:

Prof. Dr. Peter H. Schmitt — Formale Systeme 20/21



Korollar AT

ErfUllbarkeit und Allgemeingultigkeit von LTL Formeln ist ent-
scheidbar.

Beweis:

Man konstruiert die Bichi-Automaten Ag und A_g. Es gilt

B ist erflilloar & LY(Ag) #D
Bist allgemeingliltig < L[“(A.g) =10

Fur jeden Bichi-Automaten C ist die Frage L“(C) = 0?
entscheidbar.
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Vergleich der Ausdrucksstarke KIT

Zur Beschreibung von Mengen von Omega-Strukturen sind
aquivalent:
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Vergleich der Ausdrucksstarke KIT

Zur Beschreibung von Mengen von Omega-Strukturen sind
aquivalent:

» Bilichi-Automaten
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Vergleich der Ausdrucksstarke KIT

Zur Beschreibung von Mengen von Omega-Strukturen sind
aquivalent:

» Bulchi-Automaten
» w-regulare Mengen
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Vergleich der Ausdrucksstarke SKIT

Zur Beschreibung von Mengen von Omega-Strukturen sind
aquivalent:

» Bulchi-Automaten
» w-regulare Mengen

» Monadische Logik zweiter Stufe
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Vergleich der Ausdrucksstarke SKIT

Zur Beschreibung von Mengen von Omega-Strukturen sind
aquivalent:

» Bulchi-Automaten
» w-regulare Mengen

» Monadische Logik zweiter Stufe

Die LTL-beschreibbaren Mengen sind eine echte Teilklasse der
durch Blchi-Automaten bescheibbaren.
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Vergleich der Ausdrucksstarke SKIT

Zur Beschreibung von Mengen von Omega-Strukturen sind
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» Bulchi-Automaten
» w-regulare Mengen
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Vergleich der Ausdrucksstarke KIT

Zur Beschreibung von Mengen von Omega-Strukturen sind
aquivalent:

» Bulchi-Automaten
» w-regulare Mengen

» Monadische Logik zweiter Stufe

Die LTL-beschreibbaren Mengen sind eine echte Teilklasse der
durch Buchi-Automaten bescheibbaren.
Aquivalent sind:

» LTL

Prof. Dr. Peter H. Schmitt — Formale Systeme 21/21



Vergleich der Ausdrucksstarke KIT

Zur Beschreibung von Mengen von Omega-Strukturen sind
aquivalent:

» Bulchi-Automaten
» w-regulare Mengen

» Monadische Logik zweiter Stufe

Die LTL-beschreibbaren Mengen sind eine echte Teilklasse der
durch Buchi-Automaten bescheibbaren.
Aquivalent sind:

» LTL
» Pradikatenlogik erster Stufe
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Vergleich der Ausdrucksstarke KIT

Zur Beschreibung von Mengen von Omega-Strukturen sind
aquivalent:

» Bulchi-Automaten
» w-regulare Mengen

» Monadische Logik zweiter Stufe

Die LTL-beschreibbaren Mengen sind eine echte Teilklasse der
durch Buchi-Automaten bescheibbaren.
Aquivalent sind:

» LTL
» Pradikatenlogik erster Stufe
» stern-freie w-regulare Mengen
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