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Das SAT Problem AT

oder Erfullbarkeitsproblem

Instanz: Eine aussagenlogische Formel F € For0

Frage: Ist F erfillbar?
Gibt es eine Interpretation / mit val;(F) = W?

SAT ist ein NP-vollstandiges Problem:

Gabe es einen (deterministischen) polynomialen
Entscheidungsalgorithmus fir die Erfllloarkeit, dann ware
NP = P, d. h. jedes nichtdeterministisch-polynomiale
Entscheidungsproblem auch deterministisch-polynomial.
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Satz von Cook AT

» Informatik-Professor an der Universitat
Toronto

» 1971: ,Das Erflllbarkeitsproblem der
Aussagenlogik (SAT) ist NP-vollstandig*

» Turing-Preistrager
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Teilklassen AT

Das Erfullbarkeitsproblem fir Formeln A
» in KNF ist NP-vollstandig
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Teilklassen AT

Das Erfullbarkeitsproblem fir Formeln A

in KNF ist NP-vollstandig
in 3-KNF ist NP-vollstandig
in 2-KNF ist polynomial entscheidbar

in DNF ist polynomiell entscheidbar (O(nlog n) oder
besser)
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in KNF ist NP-vollstandig
in 3-KNF ist NP-vollstandig
in 2-KNF ist polynomial entscheidbar

in DNF ist polynomiell entscheidbar (O(nlog n) oder
besser)

v
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Bemerkungen:

» k-KNF Formeln sind Konjunktionen von Disjunktionen mit
hochstens k Literalen.
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Teilklassen AT

Das Erfullbarkeitsproblem fir Formeln A

in KNF ist NP-vollstandig
in 3-KNF ist NP-vollstandig
in 2-KNF ist polynomial entscheidbar

in DNF ist polynomiell entscheidbar (O(nlog n) oder
besser)

v

v

v

v

Bemerkungen:

» k-KNF Formeln sind Konjunktionen von Disjunktionen mit
hochstens k Literalen.

» 2-KNF Formeln hei3en auch Krom Formeln.

Prof. Dr. Peter H. Schmitt — Formale Systeme 4/20



Davis—-Putnam-Logemann-Loveland  XIT

» Das Davis—Putnam-Logemann-Loveland (DPLL)
Verfahren ist das zur Zeit schnellste und fast ausschlief3lich
benutzte Verfahren in implementierten Erfullbarkeitstests.
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» Im Englischen nennt man solche Programme SAT solver.

» Das DPLL Verfahren benétigt als Eingabe eine KNF, also
eine Konjunktion von Klauseln.

» Da es in einer Klausel nicht auf die Reihenfolge der
Literale ankommt und auch das Weglassen mehrfach
auftretender Literale die logische Aquivalenz erhalt,
werden Klauseln als Mengen von Literalen reprasentiert.
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Davis—-Putnam-Logemann-Loveland  XIT

» Das Davis—Putnam-Logemann-Loveland (DPLL)
Verfahren ist das zur Zeit schnellste und fast ausschlief3lich
benutzte Verfahren in implementierten Erfullbarkeitstests.

» Im Englischen nennt man solche Programme SAT solver.

» Das DPLL Verfahren benétigt als Eingabe eine KNF, also
eine Konjunktion von Klauseln.

» Da es in einer Klausel nicht auf die Reihenfolge der
Literale ankommt und auch das Weglassen mehrfach
auftretender Literale die logische Aquivalenz erhalt,
werden Klauseln als Mengen von Literalen reprasentiert.

» Dasselbe qilt flir Konjunktionen von Klauseln.
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Notation AT

1. Eine Klausel K ist eine Menge von Literalen.
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4. () fur die leere Menge von Klauseln.

I Interpretation, S Menge von Klauseln, C Klausel.

W falls flir alle C € S qilt: val,(C) =W
1 val,(S):{ F sonst ’ )
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Notation AT

1. Eine Klausel K ist eine Menge von Literalen.
2. Eine KNF ist eine Menge von Klauseln.

3. O steht fur die leere Klausel.

4. () fur die leere Menge von Klauseln.

I Interpretation, S Menge von Klauseln, C Klausel.

W falls flir alle C € S qilt: val,(C) =W
1, va/,(S):{ ool git: vall(C)

W falls ein L € C existiert mit val,(L) = W
2. val,(C):{ F sonst ©
3. 1(0)=W.
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Notation AT

1. Eine Klausel K ist eine Menge von Literalen.
2. Eine KNF ist eine Menge von Klauseln.

3. O steht fur die leere Klausel.

4. () fur die leere Menge von Klauseln.

I Interpretation, S Menge von Klauseln, C Klausel.

W falls flir alle C € S qilt: val,(C) =W
o () = { F sonst ’ )
W falls ein L € C existiert mit val,(L) = W
2. val(C) = { F sonst ©
3. 1(0)=W.
4. I(O) =F.
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DPLL Pseudocode AT

if S =0 then DPLL(S) = 1; stop
if 0 € S then DPLL(S) = 0O; stop
if S enthalt Einerklausel
then choose Einerklausel K € S;
DPLL(S) = DPLL(redk(S));
else choose P < atom(S)
DPLL(S) = max{DPLL(Sp), DPLL(S-p)};

No o h wNn =
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DPLL Pseudocode AT

if S =0 then DPLL(S) = 1; stop
if 0 € S then DPLL(S) = 0O; stop
if S enthalt Einerklausel
then choose Einerklausel K € S;
DPLL(S) = DPLL(redk(S));
else choose P < atom(S)
DPLL(S) = max{DPLL(Sp), DPLL(S-p)};

No o h wNn =
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wobei atom(C) ={P € X | P € C oder =P € C}
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if 0 € S then DPLL(S) = 0O; stop
if S enthalt Einerklausel
then choose Einerklausel K € S;
DPLL(S) = DPLL(redk(S));
else choose P < atom(S)
DPLL(S) = max{DPLL(Sp), DPLL(S-p)};

No o h wNn =

» atom(S) = Jgcgatom(C),
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DPLL Pseudocode AT

if S =0 then DPLL(S) = 1; stop
if 0 € S then DPLL(S) = 0O; stop
if S enthalt Einerklausel
then choose Einerklausel K € S;
DPLL(S) = DPLL(redk(S));
else choose P < atom(S)
DPLL(S) = max{DPLL(Sp), DPLL(S-p)};

No o h wNn =

» atom(S) = Jgcgatom(C),
wobei atom(C) ={P € X | P € C oder =P € C}
> red{L}(S) = {red{L}(C) | L ¢ C} B _
redg,(C)={L"|L'e Cund L' # L} = C\ {L}
» Sp=SU{{P}}und S_p = SU{{-P}}.
Der DPLL Algorithmus ist, wie man sieht, rekursiv.
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DPLL Beispiel (T

Wir beginnen mit der Klauselmenge S

P1\/P2\/P3 —|P1\/P2\/—|P4
=Py Vv P3 =Py Vv —\P3 V Py
P1 V ﬂP3 —|P2
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DPLL Beispiel (T

Wir beginnen mit der Klauselmenge S

P1\/P2\/P3 —|P1\/P2\/—|P4
=Py Vv P3 =Py Vv —\P3 V Py
P1 V ﬂP3 -P5

Beim ersten Aufruf von DPLL(S) wird das Unterprogramm
red_p,}(S) aufgerufen.
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DPLL Beispiel (T

Wir beginnen mit der Klauselmenge S

P1\/P2\/P3 —|P1\/P2\/—|P4
—|P1 V P3 —|P1 V —|P3 V P4
Py Vv —Ps la

Beim ersten Aufruf von DPLL(S) wird das Unterprogramm
red;-p,}(S) aufgerufen und liefert S;:

P1 V P3 —\P1 V —|P4
ﬁP1 V P3 ﬁP1 V ﬁP3 V P4

PV —|P3
rot = ganze Klausel entfernt
dunkelgrin = Literal aus Klausel entfernt
blau = unverandert
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DPLL Beispiel (T

P1 V P3 —\P1 V —\P4
—\P1 V P3 —\P1 V —|P3 V P4
PV —\P3

S; enthalt keine Einerklausel.
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DPLL Beispiel (T

P1 V P3 —\P1 V —|P4
—\P1 V P3 —\P1 V —|P3 V P4
PV —\P3

S1 enthalt keine Einerklausel. Die Variable Py wird gewahlt und
DPLL(S1,0) und DPLL(S; 1) werden aufgerufen.

S1,0 : 5171 :

Py vV Ps Py Vv Ps

=Py V =Py =Py V =Py

=Py V Ps =Py V Ps

-P; \/—|P3\/P4 =Py VvV -=P3V Py
PV —\P3 Py vV —|P3

P, P,
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DPLL Beispiel

redip,1(S1,0)

Prof. Dr. Peter H. Schmitt — Formale Systeme

Sio:

PV P3

=Py V =Py
=P;V Ps

-Py Vv —|P3 V Py
Py Vv =P3

P;
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DPLL Beispiel (T

Sio:

Py Vv P3

=Py V =Py

=Py V P3
“P1VaP3V Py
Py V —Ps

P

redip,}(S1,0): Die Klauseln werden gestrichen.
Das Literal wird entfernt.

redipy(S10) = S20
= {—P4,P3,-P3V P4}
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DPLL Beispiel (T

82,0 - {_'P47 P37 “P3 \ P4}

Der Aufruf von red;p,,(Sz ) liefert

{—P4, P4}
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DPLL Beispiel (T

So,0 = {Ps, P3,~P3V Py}
Der Aufruf von red;p,,(Sz ) liefert
{—Pa, P4}

Dann:
red;p,;({Pa, ~Pa}) = {0}

woraus die Unerflllbarkeit von Sy o folgt.
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DPLL Beispiel (T

Sipo: Si1:

PV P3 Py Vv P3

=Py V =Py =Py VvV =Py

=Py Vv P3 =Py Vv P3
=P1V—=P3V P, =Py VvV —=P3V Py
Py v —|P3 Py V —Ps

P1 _‘P1

Jetzt kommt die Abarbeitung von DPLL(S; 1) an die Reihe.
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DPLL Beispiel (T

Siq:

P, \/P3

=Py V =Py

ﬁP1 V P3

=Py VvV =P3V Py
Py Vv =P3

-P;4

red;_p,3(S4,1) entfernt die Klauseln, in denen —P; vorkommt . ..
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DPLL Beispiel (T

8171 .
Py v P3
Py v —\P3

. und streicht in den restlichen P;.
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8171 .
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DPLL Beispiel (T

8171 .
P1 V P3
Py v —\P3
. und streicht in den restlichen P;.
Das liefert
{P3,~Ps}

woraus im nachsten Schritt

{0}

entsteht,
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DPLL Beispiel (T

8171 .
Py v P3
Py v —\P3
. und streicht in den restlichen P;.
Das liefert
{P3,~Ps}

woraus im nachsten Schritt
{0}

entsteht,
woraus die Unerfullbarkeit von Sy 1 und damit insgesamt die
Unerfillbarkeit von S folgt.
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DPLL 1T

1. Der DPLL Algorithmus terminiert fiir jede Eingabe.
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DPLL 1T
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2. Der DPLL Algorithmus ist korrekt und vollstandig.
2.1 aus DPLL(S) = 1 folgt, daB S erfillbar ist und
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DPLL

1. Der DPLL Algorithmus terminiert fiir jede Eingabe.
2. Der DPLL Algorithmus ist korrekt und vollstandig.

2.1 aus DPLL(S) = 1 folgt, daB S erfillbar ist und
2.2 ist S erfullbar dann gilt DPLL(S) = 1.
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DPLL Pseudocode - Terminierung T

if S = () then DPLL(S) = 1, stop
if O € S then DPLL(S) = 0; stop
if S enthalt Einerklausel
then choose Einerklausel K € S;
DPLL(S) = DPLL(redx(S));
else choose P < atom(S)
DPLL(S) = max{DPLL(Sp),DPLL(S.p)};

No g~ wN =
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DPLL Pseudocode - Terminierung T

if S = 0 then DPLL(S) = 1; stop
if O € S then DPLL(S) = 0; stop
if S enthalt Einerklausel
then choose Einerklausel K € S;
DPLL(S) = DPLL(redk(S));
else choose P € atom(S)
DPLL(S) = max{DPLL(Sp), DPLL(S_p)};

|
Beweismethode
Finde ein MaB m(S) € N fur Klauselmengen S mit
1. stets 0 < m(S)

NoO O~ WN =
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DPLL Pseudocode - Terminierung T

if S = 0 then DPLL(S) = 1; stop
if O € S then DPLL(S) = 0; stop
if S enthalt Einerklausel
then choose Einerklausel K € S;
DPLL(S) = DPLL(redk(S));
else choose P € atom(S)
DPLL(S) = max{DPLL(Sp), DPLL(S_p)};

|
Beweismethode
Finde ein MaB m(S) € N fur Klauselmengen S mit
1. stets 0 < m(S)
2. m(redk(S)) < m(S)

NoO O~ WN =
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DPLL Pseudocode - Terminierung T

if S = 0 then DPLL(S) = 1; stop
if O € S then DPLL(S) = 0; stop
if S enthalt Einerklausel
then choose Einerklausel K € S;
DPLL(S) = DPLL(redk(S));
else choose P € atom(S)
DPLL(S) = max{DPLL(Sp), DPLL(S_p)};

|
Beweismethode
Finde ein MaB m(S) € N fur Klauselmengen S mit
1. stets 0 < m(S)
2. m(redk(S)) < m(S)
3. m(Sp) < m(S), m(S-p) < m(S)

NoO O~ WN =
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DPLL Pseudocode - Terminierung T

if S = () then DPLL(S) = 1; stop
if J € S then DPLL(S) = 0; stop
if S enthélt Einerklausel
then choose Einerklausel K € S;
DPLL(S) = DPLL(red(S)):
else choose P < atom(S)
DPLL(S) = max{DPLL(Sp), DPLL(S-p)};

ay,(S)={P | {P} € Soder {-P} € S}

NO O~ WN =
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DPLL Pseudocode - Terminierung T

if S = () then DPLL(S) = 1; stop
if O € S then DPLL(S) = 0; stop
if S enthélt Einerklausel
then choose Einerklausel K € S;
DPLL(S) = DPLL(redk(S));
else choose P < atom(S)
DPLL(S) = max{DPLL(Sp), DPLL(S-p)};

|
ay(S) ={P | {P} € Soder {-P} € S}
anu(S) = atom(S) \ au(S)

NO O~ WN =
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DPLL Pseudocode - Terminierung T

if S = ( then DPLL(S) = 1; stop
if O € S then DPLL(S) = 0; stop
if S enthélt Einerklausel
then choose Einerklausel K € S;
DPLL(S) = DPLL(redk(S));
else choose P < atom(S)
DPLL(S) = max{DPLL(Sp), DPLL(S-p)};

|
ay(S)={P | {P} € Soder {-P} € S}

anu(S) = atom(S) \ ay(S)

m(S) = card(ay(S)) + 2 * card(any(S))

NoOo Ok~ WN =
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DPLL Pseudocode - Terminierung T

if S = () then DPLL(S) = 1; stop
if 0 € S then DPLL(S) = 0; stop
if S enthélt Einerklausel
then choose Einerklausel K € S;
DPLL(S) = DPLL(redk(S));
else choose P < atom(S)
DPLL(S) = max{DPLL(Sp), DPLL(S-p)};

|
ay(S)={P | {P} € Soder {-P} € S}
anu(S) = atom(S) \ ay(S)
m(S) = card(ay(S)) + 2 = card(anu(S))
1. ay(redx(S)) C au(S), anu(redx(S)) C anu(S)
= m(redk(S)) < m(S)
2. ay(Sp) = au(S) U{P}, anu(Sp) = au(S) \ {P}
= m(Sp) < m(S)

NoO O~ WN =
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DPLL Pseudocode - Korrektheit KIT
falls DPLL(S) = 1 dannist S erfillbar
falls S erfillbar dann DPLL(S) = 1.

if S = () then DPLL(S) = 1; stop
if J € S then DPLL(S) = 0; stop
if S enthalt Einerklausel
then choose Einerklausel K € S;
DPLL(S) = DPLL(red(S));
else choose P < atom(S)
DPLL(S) = max{DPLL(Sp), DPLL(S.p)};

NOoO O, WODN =
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DPLL Pseudocode - Korrektheit IT
falls DPLL(S) = 1 dannist S erfillbar
falls S erfillbar dann DPLL(S) = 1.

if S = () then DPLL(S) = 1; stop
if J € S then DPLL(S) = 0; stop
if S enthalt Einerklausel
then choose Einerklausel K € S;
DPLL(S) = DPLL(red(S));
else choose P < atom(S)
DPLL(S) = max{DPLL(Sp), DPLL(S.p)};

NOoO O, WODN =

» Induktion nach n = m(S).
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» Induktion nach n = m(S).
» Firn=0gqilt S= 0 oder S = {0}
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DPLL Pseudocode - Korrektheit IT
falls DPLL(S) = 1 dannist S erfillbar
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DPLL Pseudocode - Korrektheit IT
falls DPLL(S) = 1 dannist S erfillbar
falls S erfillbar dann DPLL(S) = 1.

if S = () then DPLL(S) = 1; stop
if J € S then DPLL(S) = 0; stop
if S enthalt Einerklausel
then choose Einerklausel K € S;
DPLL(S) = DPLL(red(S));
else choose P < atom(S)
DPLL(S) = max{DPLL(Sp), DPLL(S.p)};

NOoO O, WODN =

v

Induktion nach n = m(S).
Firn=0gilt S =0 oder S = {00}

Ist {L} € S dann gilt:

S ist erflllbar gdw red;(S) ist erfullbar
Fur P € atom(S) gilt

S ist erflllbar gdw Sp oder S_p ist erflllbar.
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Beobachtung (T

Fir jede Klauselmenge S und Atom P gilt
> red{ p}(S) = S[1/P]
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Beobachtung (T

Fir jede Klauselmenge S und Atom P gilt
> red{ p}(S) = S[1/P]
» red.py(S) = S[0/P]
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