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Das Craigsche Interpolationslemma KIT

Seien A,B aussagenlogische Formeln mit
FEA—B
dann gibt es eine Formel C mit
EFA—-C und EC-—B,

so dass in C nur solche aussagenlogischen Atome P € ¥
vorkommen, die sowohl in A als auch in B vorkommen.
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Das Craigsche Interpolationslemma KIT
Einfaches Beispiel

» P; AP, — Py V Pjist eine Tautologie.
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» Ebenso Py — Py V Ps.
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Das Craigsche Interpolationslemma KIT
Einfaches Beispiel

v

Pi A Po — Py Vv Pj ist eine Tautologie.

Ebenso Py A P> — Ps.

Ebenso Py — Py V Ps.

Also: P; ist eine Interpolante fiir Py A Po — Py V Pis.

v

v

v
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Interpolationslemma: Konstruktion SKIT

Seien Py, ... P, alle in A vorkommenden aussagenlogischen
Atome, die nicht in B vorkommen.
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Interpolationslemma: Konstruktion KIT

Seien Py, ... P, alle in A vorkommenden aussagenlogischen
Atome, die nicht in B vorkommen.
Fir Konstanten ¢; € {1,0} bezeichnen wir mit A[cq, ..., c,] die

Formeln, die aus A hervorgeht, indem P; durch ¢; ersetzt wird
furalle1 <i<n.
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Interpolationslemma: Konstruktion KIT

Seien Py, ... P, alle in A vorkommenden aussagenlogischen
Atome, die nicht in B vorkommen.
Fir Konstanten ¢; € {1,0} bezeichnen wir mit A[cq, ..., c,] die
Formeln, die aus A hervorgeht, indem P; durch ¢; ersetzt wird
furalle1 <i<n.
Wir setzen
C= \/ A[C1,...,Cn]
(ct,...,.cn)e{1,0}"

Es bleibt noch zu zeigen, daf3 C tatsachlich eine Interpolante
ist.
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Einfaches Beispiel Sar
zur Konstruktion von C

» Betrachte die Tautologie A — B
mit A= Py AP, B=P;V Ps.
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Einfaches Beispiel Sar
zur Konstruktion von C

v

Betrachte die Tautologie A — B

mit A= Py AP, B=P;V Ps.

P ist das einzige Atom, das in A, aber nichtin B
vorkommt.

Al =P A1 < Py

Al0]=P; A0« 0.

v

v

v
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Einfaches Beispiel Sar
zur Konstruktion von C

» Betrachte die Tautologie A — B
mit A= Py AP, B=P;V Ps.

» P ist das einzige Atom, das in A, aber nicht in B
vorkommt.

> A[1]:P1/\1<—)P1
» A0]=P1 A0+ 0.
» C=A[1]VA[0] < Pi V0« Py
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Weiteres Beispiel Sar
zur Konstruktion von C

» SeiA—+ B

A= (P1VP2) AN(=P1V=P3) AP,
B: —|((—\P2\/ P3)/\(P2\/P4)/\_|P4)
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Weiteres Beispiel Sar
zur Konstruktion von C

» SeiA—+ B

A= (P1V-P2)A(=P1V=P3) AP

B =—((=P2V P3) N (P2 V Pa) N =P4)
>A<—>P1/\P2/\—\P3 und B<—>ﬁP2\/ﬁp3\/P4

Prof. Dr. Peter H. Schmitt — Formale Systeme 6/9



Weiteres Beispiel Sar
zur Konstruktion von C

» SeiA— B

A= (P1 V —\Pg) VAN (—\P1 V ﬁP3) A Po

B= _|((_\P2 V P3) A (Pg V P4) A —|P4)
» Ao PiANPA=P3 und B+ —PoV-P3V P,
» A — Biist eine Tautologie.
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Weiteres Beispiel Sar
zur Konstruktion von C

» SeiA— B
A= (P1 V —\Pg) VAN (—\P1 V ﬁP3) A Po
B= _|((_\P2 V P3) A (Pg V P4) A —|P4)
A< PiANPoA=P3 und B+ =PV -P3V Py
A — B ist eine Tautologie.
P; ist einziges Atom in A und nicht in B.
A1l = (AV-P)IAN(-1V-=P3)AP>
< 1A=-P3APs
< =P3APo

v v vy
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Weiteres Beispiel Sar
zur Konstruktion von C

» SeiA— B
A= (P1V-P)AN(=P1V-P3)APs
B= _|((_\P2 V P3) A (Pg V P4) A —|P4)

» Ao PiANPA=P3 und B+ —PoV-P3V P,
» A — Biist eine Tautologie.
» Py ist einziges Atom in A und nicht in B.
» Al] = (AV-P)A(-1V-P3)APs
< 1A=-P3APs
< =P3APo
> A[O] = (OV—'PQ)/\(ﬁO\/ﬂP3)/\P2
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Weiteres Beispiel Sar
zur Konstruktion von C

» SeiA— B
A= (P1V-P)AN(=P1V-P3)APs
B= _|((_\P2 V P3) A (Pg V P4) A —|P4)

» Ao PiANPA=P3 und B+ —PoV-P3V P,
» A — Biist eine Tautologie.
» Py ist einziges Atom in A und nicht in B.
» Al] = (AV-P)A(-1V-P3)APs
< 1A=-P3APs
< =P3APo
> A[O] = (OV—'PQ)/\(ﬁO\/ﬂP3)/\P2
<~ —PoATAPS
~ 0

» Also C=(-P3sAP2) VO <+ =Pz A P>
ist eine Interpolante fir A — B.
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Die R.L.Moore Methode AT

Ein Unterichtsmethode fiir Mathematikvorlesungen an
Universitaten, in der die Studenten das Material selbst
prasentieren und Beweise selbst finden.
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Craigsche Interpolation - Beweis KIT

1. Wieso kommen in jedem A[cy, ..., Cq] nur
aussagenlogische Variablen vor, die A und B gemeinsam
sind?

Prof. Dr. Peter H. Schmitt — Formale Systeme 8/9



Craigsche Interpolation - Beweis KIT

1. Wieso kommen in jedem A[cy, ..., Cq] nur
aussagenlogische Variablen vor, die A und B gemeinsam
sind?

2. Wieso kommen in jedem C nur aussagenlogische
Variablen vor, die A und B gemeinsam sind?

Prof. Dr. Peter H. Schmitt — Formale Systeme 8/9



Craigsche Interpolation - Beweis KIT

1. Wieso kommen in jedem A[cy, ..., Cq] nur
aussagenlogische Variablen vor, die A und B gemeinsam
sind?

2. Wieso kommen in jedem C nur aussagenlogische
Variablen vor, die A und B gemeinsam sind?

3. Wie oben definiert, gehe die Formel A[cy] aus A hervor,
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Craigsche Interpolation - Beweis KIT

1. Wieso kommen in jedem A[cy, ..., Cq] nur
aussagenlogische Variablen vor, die A und B gemeinsam
sind?

2. Wieso kommen in jedem C nur aussagenlogische
Variablen vor, die A und B gemeinsam sind?

3. Wie oben definiert, gehe die Formel A[cy] aus A hervor,
indem jedes Vorkommen von P; durch die Konstante
¢y € {1,0} ersetzt wird. Sei weiterhin / eine Interpretation
mit val;(A) = W. Wie muB3 man ¢4 wahlen, damit
vali(A[c1]) = W qilt?

4. Die Situation sei wie in Frage 3. Wie muf3 man c¢;,
1 <i < nwahlen, damit val;(Alcy, . .., cn]) = W gilt?

5. Wieso folgt = A — C aus der Antwort auf Frage 47
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Craigsche Interpolation - Beweis ST

6. Wenn fir eine Wahl von ¢4 und eine Interpretation / gilt
vali(A[c1]) = W gilt dann auch val;(A) =W ?
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Craigsche Interpolation - Beweis ST

6. Wenn fir eine Wahl von ¢4 und eine Interpretation / gilt
vali(A[c1]) = W gilt dann auch val;(A) =W ?

7. Fur eine beliebige Konstante ¢y und eine beliebige
Interpretation gelte val;(A[ci]) = W. Finden Sie eine
Interpretation /, so daB val, (A) = W gilt.

8. Erweitern Sie die Konstruktion aus der vorangegangenen
Frage auf beliebig vielen Konstanten cq, ..., c.

9. Seien [ und J Interpretationen, so daB val,(B) = W gilt
und fir alle aussagenlogischen Variablen P in B gilt
I(P) = J(P). Was koénnen Sie Uber val,(B) daraus
schlieBen?
10. Wie helfen lhnen die Antworten zu 8 und9um ~=C — B
zu zeigen? Hinweis: Irgendwann einmal muf3 man von der
Voraussetzung des Lemmas Gebrauch machen.
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