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Lineare Temporale Logik
und
Biichi Automaten
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Omega-Strukturen (Wiederholung)

Eine omega-Struktur R = (N, <, &) fiir eine aussagenlogische Signatur P
besteht aus der geordneten Menge der natiirlichen Zahlen

(N, <)
interpretiert als Menge abstrakter Zeitpunkte und einer Funktion
£:N—2F
mit der Intention

p € &(n) < in R ist p zum Zeitpunkt n wahr

v

o
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LTL und Biichi-Automaten

Fiir einen Automaten B = (S, V, 59,6, F) mit V = 2>, wobei
> = Menge aussagenlogischer Atome, kénnen wir omega-Strukturen iiber
PN

§

und unendliche Worter iiber V

we v

identifizieren.

o
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Notation

Fiir die folgenden drei Beispiele vereinbaren wir die folgende Notation

@ eine aussagenlogische Signatur ¥ mit p,q € &

o
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Automat fir OUp

Fiir den Automaten Agp,

4 )

gilt

§€ Lw(Adbp) & EFEO00p

o
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Automat fiir p U q

Fiir den Automaten Apyntitg

4 )

gilt

§eL“(Apuntig) & EFEPUQg

o
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Automat fiir (OOq

Fiir den Automaten Aj,z

gilt

£el(Ainrg) & EEDOq

o
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Lemma

Automat fiir Konjunktion

Seien

Ay = (51, V, S?, 91, F1),
AZ - (527 V7537527 F2)
Biichi-Automaten,
Ci, G LTL-Formeln mit

AEG
A E G

Dann gibt es einen Biichi-Automaten C mit

C|:C1/\C2
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Direktes Produkt Ay von App, und Aipgy

4 )

Ainqu = DO0p AOGq? o
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Direktes Produkt Ay von App, und Aipgy

4 )

|nqu E O0p AOOg? Nein! ¥ =) o
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Automat fiir OOp A 10q

4 h

/\
q

—

a<

>
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\\/
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Allgemeine Konstruktion fir Konjunktionsautomaten

Gegeben A; = (5 08, F)
Gesucht C = (S, s° F) mit [“(C) = LY( A1) N LY(Ap).

S = 51 X 52 X {1,2}

s0 = (s9,89,1)

F = F1 X 52 X {1}

falls s € F;

(tl, t2,2) € 5((51,52, 1), a) < € 51(51, a) und tr € (52(52,2)
falls s, € F>

(tl, to, ].) S 5((51,52,2), a) & e 51(51, a) und t, € 52(52,3)
sonst

(tl, to, 1 ) S 5((51,52, I) a) & e {1,2},
t; € 01(s1,a) und tp € da2(s2, a)

o
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Theorem

Zu jeder LTL-Formel

gibt es einen Biichi-Automaten

Apg

mit

[*(Ag) ={ € V¥ | |- B}
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Beweis

Konstruktion

Gegeben: LTL-Formel B
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Beweis
Konstruktion
Gegeben: LTL-Formel B
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Gesucht: Biichi-Automat Ag = (V, S, S0, 9, F)
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Beweis

Konstruktion

Gegeben: LTL-Formel B
P Menge der AL-Atome, B in Negationsnormalform
nur: -, A, vV, U, V, X inB

Gesucht: Biichi-Automat Ag = (V, S, S0, 9, F)

v =2F
subF(B) sei die Menge aller Teilformeln von B
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Beweis
Konstruktion
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Beweis
Konstruktion
Gegeben: LTL-Formel B
P Menge der AL-Atome, B in Negationsnormalform
nur: -, A\, vV, U, V, X inB

Gesucht: Biichi-Automat Ag = (V, S, S0, 9, F)

v =2
subF(B) sei die Menge aller Teilformeln von B
S = {sCsubF(B)|0¢s,1€s

wenn (GG A G) €sdann GG €sund G €5
wenn (C1 vV ;) € sdann (G €soder G €5 }
So = {s€S| Bes}

E; = A; U B; fir 1 </ < k alle FmIn der Form A U B in subF(B).
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Beweis
Konstruktion
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nur: -, A\, vV, U, V, X inB

Gesucht: Biichi-Automat Ag = (V, S, S0, 9, F)

v =2
subF(B) sei die Menge aller Teilformeln von B
S = {sCsubF(B)|0¢s,1€s

wenn (GG A G) €sdann GG €sund G €5
wenn (C1 vV ;) € sdann (G €soder G €5 }
So = {s€S| Bes}

E; = A; U B; fir 1 </ < k alle FmIn der Form A U B in subF(B).
f:{}-l,...,fk} mit
Fi={se€S|E ¢soder Ej € sund B; € s}
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Konstruktion
Die Ubergangsfunktion &

Fiir s,t € S und a € 2° gilt t € §(s, a) wenn alle folgenden Bedingungen
erfiillt sind

Q Firallepe Pmit pesgilt pea.

o
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Konstruktion
Die Ubergangsfunktion &

Fiir s,t € S und a € 2° gilt t € §(s, a) wenn alle folgenden Bedingungen
erfiillt sind

QO Firallepe Pmit pe sgilt pea.

@ Firalle pe P mit -p € sgilt p & a.

@ Falls X Ae sdann Ae t.

Q Falls AU Bes, danngilt Besoder (Acsund AU Bet).

@ Falls AV B € s, dann (B € sund A € s) oder (B € s und
AV Bet)
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Beispiel

B =9300p
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Beispiel

B =9300p
B=1U0Op
B=1U —(-0U —p)
B=1U OV p)

V={{pt=p, {}=-p}
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Beispiel

B =9300p

B=1U0Op

B=1U —(-0U —p)

B=1U(0V p)

V={{p}=p {}=-p}

subFml(B) = {B,By =0V p,p, 1,0}
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Beispiel

B =9300p

B=1U0Op

B=1U —(-0U —p)

B=1U(0V p)

V={{p}=p {}=-p}

subFml(B) = {B,By =0V p,p, 1,0}

5 ={{B},{Bo}.{p},{B, Bo, p},{B, Bo}{B, p}{Bo. p}}

o

PROF. P.H. SCHMITT FORMALE SYSTEME WINTER 2007/2008 17 /20




Beispiel

B =9300p

B=1U0Op

B=1U —(-0U —p)

B=1U(0V p)

V={{pt=p, {}=-p}

subFml(B) = {B,By =0V p,p, 1,0}

S= {{8}3{80}7{13}7{87 BO,P},{B, BO}{va}{BO7p}}
E1=].U Bo i.e.A1=1, Bl=Bo

F={F)

Fl - {{BO}a {P}; {807p}7 {87 BO}: {87 BO?p}}
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Korollar

Erfiillbarkeit und Allgemeingiiltigkeit von LTL Formeln ist entscheidbar.

o

ProF. P.H. SCHMITT FORMALE SYSTEME WINTER 2007/2008 18 / 20




Korollar

Erfiillbarkeit und Allgemeingiiltigkeit von LTL Formeln ist entscheidbar.

Beweis:

o

ProF. P.H. SCHMITT FORMALE SYSTEME WINTER 2007/2008 18 / 20




Korollar

Erfiillbarkeit und Allgemeingiiltigkeit von LTL Formeln ist entscheidbar.

Beweis:
Nach dem im vorangegangenen Satz beschriebenen Verfahren konstruiert

man die Biichi Automaten Ag und A-p. Es gilt

B ist erfiillbar & LY(Ag) #£ 0
B ist allgemeingiiltig < L“(A-g) =10

Fiir jeden Biichi Automaten C ist die Frage L“(C) = (7 entscheidbar.

o
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Vergleich der Ausdrucksstdrke

Zur Beschreibung von Mengen von omega-Strukturen sind dquivalent:

o
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Die LTL-beschreibbaren Mengen sind eine echte Teilklasse der durch
Biichi-Automaten bescheibbaren.
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Vergleich der Ausdrucksstdrke

Zur Beschreibung von Mengen von omega-Strukturen sind dquivalent:
e Biichi-Automaten
@ Monadische Logik zweiter Stufe
@ w-regulare Mengen

Die LTL-beschreibbaren Mengen sind eine echte Teilklasse der durch

Biichi-Automaten bescheibbaren.
Aquivalent sind:

o LTL
e Pradikatenlogik erster Stufe

o stern-freie w-regulare Mengen
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Allgemeine Zeitstrukturen

Gelegentlich werden allgemeinere Strukturen als omega-Struktern als
Semantik fiir LTL-Formeln benutzt.

Eine Zeitstruktur
R =(S,R,¢)

fiir eine aussagenlogische Signatur P besteht aus

S = Menge abstrakter Zeitpunkte
R = strikte Quasiordnung auf S
£:5 —2FP = Interpretation der Atome in P
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