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Unendliche Worter

Sei V ein (weiterhin endliches) Alphabet.
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VU.)
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Unendliche Worter

Sei V ein (weiterhin endliches) Alphabet.
VU.)

ist die Menge der unendlichen Worter mit Buchstaben aus V.
w(n)

bezeichnet den n-ten Buchstaben in w und

w | (n)

das endliche Anfangstiick w(0)...w(n) von w.

Wir nennen ein Wort w € V* manchmal auch ein w-Wort tiber V.

Man kann ein unendliches Wort w € V* auch als eine Funktion
w : N — V, von den natiirlichen Zahlen in das Alphabet auffassen.
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Unendliche Worter

Sei V ein (weiterhin endliches) Alphabet.
VU.)

ist die Menge der unendlichen Worter mit Buchstaben aus V.
w(n)

bezeichnet den n-ten Buchstaben in w und

w | (n)

das endliche Anfangstiick w(0)...w(n) von w.

Wir nennen ein Wort w € V* manchmal auch ein w-Wort tiber V.

Man kann ein unendliches Wort w € V* auch als eine Funktion
w : N — V, von den natiirlichen Zahlen in das Alphabet auffassen.

Das leere Wort € kommt nicht in V¥ vor.
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Operationen

auf unendlichen Wortern

Sei KC V*und J C V¥:
Q@ KY bezeichnet die Menge der unendlichen Worter der Form

wi...w... mit w; € K fiir alle i
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Operationen

auf unendlichen Wortern

Sei KC V*und J C V¥:
Q@ KY bezeichnet die Menge der unendlichen Worter der Form

wi...w... mit w; € K fiir alle i

Kl={mw, | weK welJ}
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Sei KC V*und J C V¥:
Q@ KY bezeichnet die Menge der unendlichen Worter der Form

wi...w... mit w; € K fiir alle i

Kl={mw, | weK welJ}

K ={we V¥|w]| (n)e K fir unendlich viele n}
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Operationen

auf unendlichen Wortern

Sei KC V*und J C V¥:
Q@ KY bezeichnet die Menge der unendlichen Worter der Form

wi...w... mit w; € K fiir alle i

Kl={mw, | weK welJ}

K ={we V¥|w]| (n)e K fir unendlich viele n}

Manche Autoren benutzen lim(K) anstelle von K.
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Biichi Automaten

Sei A= (S, V,sp,9, F) ein nicht deterministischer endlicher Automat.
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Biichi Automaten

Sei A= (S, V,sp,9, F) ein nicht deterministischer endlicher Automat.

Fiir ein w-Wort w € V“ nennen wir eine Folge sp,...,sp,... eine Berech-
nungsfolge (Englisch run) fiir w, wenn fiir alle 0 < n gilt

Snt+1 € 0(sn, w(n))

o
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nungsfolge (Englisch run) fiir w, wenn fiir alle 0 < n gilt
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Die von A akzeptierte w-Sprache wird definiert durch
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unendlich vielen Finalzustanden }
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Biichi Automaten

Sei A= (S, V,sp,9, F) ein nicht deterministischer endlicher Automat.

Fiir ein w-Wort w € V“ nennen wir eine Folge sp,...,sp,... eine Berech-
nungsfolge (Englisch run) fiir w, wenn fiir alle 0 < n gilt

Snt1 € 0(sn, w(n))
Die von A akzeptierte w-Sprache wird definiert durch

L“(A) = {w € V¥ |es gibt eine Berechnungsfolge fiir w mit
unendlich vielen Finalzustinden }

Der einzige Unterschied zwischen Biichi Automaten und (normalen)
endlichen Automaten liegt in der Akzeptanzdefinition.
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Beispiel 1

o
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Beispiel 1

—O—0

- J

Die akzeptierte Sprache ist

{a,b}*a”

o
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Beispiel 2
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Beispiel 2

—O———0

a

- J

Die akzeptierte Sprache ist

(a*bTa)” + (a*bta)*b*

o
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Entscheidbarkeit

Die Frage, ob fiir einen Biichi-Automaten B die Menge der akzeptierten
Worter nicht leer ist, d.h.
L*(B) # 0,

ist entscheidbar.

o
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Die Frage, ob fiir einen Biichi-Automaten B die Menge der akzeptierten
Woérter nicht leer ist, d.h.
L*(B) # 0,

ist entscheidbar.

Beweis:

Um L¥(B) # () zu zeigen muB man nur einen erreichbaren Endzustand
qr € F finden, der auf einer Schleife liegt. Diese Frage kann sogar in
linearer Zeit beantwortet werden, z.B. durch den Tarjan-Paige Algorithmus.
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Entscheidbarkeit

Die Frage, ob fiir einen Biichi-Automaten B die Menge der akzeptierten
Woérter nicht leer ist, d.h.
L*(B) # 0,

ist entscheidbar.

Beweis:

Um L¥(B) # () zu zeigen muB man nur einen erreichbaren Endzustand
qr € F finden, der auf einer Schleife liegt. Diese Frage kann sogar in
linearer Zeit beantwortet werden, z.B. durch den Tarjan-Paige Algorithmus.

Wir nennen eine Menge L von w-Wortern w-reguldr, wenn es einen Biichi
Automaten A gibt mit [¥(A) = L.

o
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Endliche und unendliche Akzeptanz

Sei A ein endlicher Automat und K = L(.A). Dann gilt
0 [“(A)CK
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Endliche und unendliche Akzeptanz

Sei A ein endlicher Automat und K = L(.A). Dann gilt
0 [“(A)CK
@ Falls A deterministisch ist gilt sogar [“(A) = K

Beweis zu 1:
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Endliche und unendliche Akzeptanz

Sei A ein endlicher Automat und K = L(.A). Dann gilt
0 [“(A)CK
@ Falls A deterministisch ist gilt sogar [“(A) = K

Beweis zu 1:
Fir w € L“(A) gibt es eine Berechnungsfolge p, = sp,51...5p..., so daB
Fw ={n€ N |s, € F} unendlich ist.

o
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Endliche und unendliche Akzeptanz

Sei A ein endlicher Automat und K = L(.A). Dann gilt
0 [“(A)C K
@ Falls A deterministisch ist gilt sogar [“(A) = K

Beweis zu 1:

Fir w € L“(A) gibt es eine Berechnungsfolge p, = sp,51...5p..., so daB
Fw ={ne N |s, € F} unendlich ist.

Fiir alle n € F,, gilt s, € F

=w ]| (n) e K.

—

Also w € K.

o
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Endliche und unendliche Akzeptanz
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Endliche und unendliche Akzeptanz

Sei A ein endlicher Automat und K = L(.A). Dann gilt
0 [“(A)CK
@ Falls A deterministisch ist gilt sogar [“(A) = K

Beweis zu 2:

Firwe Kist Ry ={ne N |w | (n) € K} unendlich.

Fiir jedes n € R,, gibt es eine Berechungsfolge s, = s, 1,552, ..., 5, fir
w | (n).
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Endliche und unendliche Akzeptanz
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Endliche und unendliche Akzeptanz

Sei A ein endlicher Automat und K = L(.A). Dann gilt
0 [“(A)CK
@ Falls A deterministisch ist gilt sogar [“(A) = K

Beweis zu 2:

Fir we K ist R, = {ne N|w | (n) € K} unendlich.

Fiir jedes n € R,, gibt es eine Berechungsfolge s, = s, 1,552, ..., 5, fir
w | (n).

Da A deterministisch ist, ist fiir jedes Paar n,m € R, mit n < m s,
Anfangsstiick von sp,.

Zusammengesetzt erhalten wir eine unendliche Berechnungsfolge s fiir w,
die unendlich oft einen Endzustand durchlauft.
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Endliche und unendliche Akzeptanz

Sei A ein endlicher Automat und K = L(.A). Dann gilt
0 [“(A)CK
@ Falls A deterministisch ist gilt sogar [“(A) = K

Beweis zu 2:

Fir we K ist R, = {ne N|w | (n) € K} unendlich.

Fiir jedes n € R,, gibt es eine Berechungsfolge s, = s, 1,552, ..., 5, fir
w | (n).

Da A deterministisch ist, ist fiir jedes Paar n,m € R, mit n < m s,
Anfangsstiick von sp,.

Zusammengesetzt erhalten wir eine unendliche Berechnungsfolge s fiir w,
die unendlich oft einen Endzustand durchlauft.

Also w € [¥(A).

o
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Deterministische Biichi Automaten

und ihre requldren Mengen

Fiir eine w-Sprache L C V¥ sind dquivalent:

o L= L¥(A) fur einen deterministischen Biichi Automaten
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@ es eine reguldre Sprache K C V* gibt mit L = K.
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Deterministische Biichi Automaten

und ihre requldren Mengen

Fiir eine w-Sprache L C V¥ sind dquivalent:
o L= L¥(A) fur einen deterministischen Biichi Automaten

@ es eine reguldre Sprache K C V* gibt mit L = K.

Beweis:
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Deterministische Biichi Automaten

und ihre requldren Mengen

Fiir eine w-Sprache L C V¥ sind dquivalent:
o L= L¥(A) fur einen deterministischen Biichi Automaten

@ es eine reguldre Sprache K C V* gibt mit L = K.

Beweis:
Folgt direkt aus der Tatsache, daB fiir deterministische Automaten A

—

L“(A) =L(A)

gilt (vorangeganges Lemma).

o
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Der Beispielautomat N,g,

D———)

o
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Der Beispielautomat N,g,

D———)

- J

LY(Nafin) = {w € {a, b}* | in w kommt b nur endlich oft vor}

o
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Der Beispielautomat N,g,

D———)

- J

LY(Nafin) = {w € {a, b}* | in w kommt b nur endlich oft vor}
und L(N,sin) = {w € {a, b}* | w endet auf a}.

o
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Der Beispielautomat N,g,

D———)

. J

LY(N.fin) = {w € {a, b}* | in w kommt b nur endlich oft vor}
und L(N,sin) = {w € {a, b}* | w endet auf a}.
Man sieht leicht, daB L“(Nygn) # Lim(L(Nagin))

o
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Deterministische Biichi Automaten

|
Es gibt Sprachen L C V¥, die von einem nicht-deterministischen Biichi
Automaten akzeptiert werden, aber von keinem deterministischen.

o
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Deterministische Biichi Automaten

|
Es gibt Sprachen L C V¥, die von einem nicht-deterministischen Biichi
Automaten akzeptiert werden, aber von keinem deterministischen.

Beweis:
Wir wahlen V = {a, b} und

L= L¥*(Nysin) = {w € V¥ | w(n) = b nur fiir endlich viele n}

Angenommen L = K fiir eine reguldre Menge K C V*.
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Deterministische Biichi Automaten
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Beweis:
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Angenommen L = K fiir eine reguldre Menge K C V*.
Es gibt ein k; > 0 mit ak e K, da a¥ e L.

Pror. P.H. ScamiTT FORMALE SYSTEME WINTER 2007/2008

o

14 / 41



Deterministische Biichi Automaten

Es gibt Sprachen L C V¥, die von einem nicht-deterministischen Biichi
Automaten akzeptiert werden, aber von keinem deterministischen.

Beweis:
Wir wahlen V = {a, b} und

L= L¥*(Nysin) = {w € V¥ | w(n) = b nur fiir endlich viele n}
Angenommen L = K fiir eine reguldre Menge K C V*.

Es gibt ein k; > 0 mit ak e K, da a¥ e L.
Dann gibt es auch ein kx > 0 mit akipake € K, weil aktba® € L.
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Deterministische Biichi Automaten

|
Es gibt Sprachen L C V¥, die von einem nicht-deterministischen Biichi
Automaten akzeptiert werden, aber von keinem deterministischen.

Beweis:
Wir wahlen V = {a, b} und

L= L¥*(Nysin) = {w € V¥ | w(n) = b nur fiir endlich viele n}

Angenommen L = K fiir eine reguldre Menge K C V*.

Es gibt ein k; > 0 mit 8" € K, da a¥ € L.

Dann gibt es auch ein ky > 0 mit a¥tba*2 € K, weil ak1ha” € L.
So fortfahrend gibt es k; > 0 fiir alle i mit ak1ha*?b ... ba* € K.
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Deterministische Biichi Automaten

Automaten akzeptiert werden, aber von keinem deterministischen.

Es gibt Sprachen L C V¥, die von einem nicht-deterministischen BUchiJ

Beweis:
Wir wahlen V = {a, b} und

L= L¥*(Nysin) = {w € V¥ | w(n) = b nur fiir endlich viele n}

Angenommen L = K fiir eine reguldre Menge K C V*.

Es gibt ein k; > 0 mit 8" € K, da a¥ € L.

Dann gibt es auch ein ky > 0 mit a¥tba*2 € K, weil ak1ha” € L.
So fortfahrend gibt es k; > 0 fiir alle i mit ak1ha*?b ... ba* € K.
Wegen L = K folgt daraus auch a¥1bak?b ... bakib... € L
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Deterministische Biichi Automaten

Automaten akzeptiert werden, aber von keinem deterministischen.

Es gibt Sprachen L C V¥, die von einem nicht-deterministischen BUchiJ

Beweis:
Wir wahlen V = {a, b} und

L= L¥*(Nysin) = {w € V¥ | w(n) = b nur fiir endlich viele n}

Angenommen L = K fiir eine reguldre Menge K C V*.

Es gibt ein k; > 0 mit 8" € K, da a¥ € L.

Dann gibt es auch ein ky > 0 mit a¥tba*2 € K, weil ak1ha” € L.
So fortfahrend gibt es k; > 0 fiir alle i mit ak1ha*?b ... ba* € K.
Wegen L = K folgt daraus auch aktha*2b. .. bakib... c L

im Widerspruch zur Definition von L.
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Abschlufieigenschaften

Sind Ly, Ly w-reguldre Sprachen und ist K eine reguldre Sprache, dann ist
auch

Q L1 ULy w-regulir,

o
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Abschlufieigenschaften
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Abschlufieigenschaften

Sind Ly, Ly w-reguldre Sprachen und ist K eine reguldre Sprache, dann ist
auch

Q L1 ULy w-regulir,

Q@ KY¥ w-reguldr, falls € ¢ K,
Q@ KLy w-regular,

Q V¥ \ L w-regular,
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Abschlufieigenschaften

Sind Ly, Ly w-reguldre Sprachen und ist K eine reguldre Sprache, dann ist
auch

Q L1 ULy w-regulir,

Q@ KY¥ w-reguldr, falls € ¢ K,
Q@ KLy w-regular,

Q V¥ \ L w-regular,

Q@ Ly N Ly w-regular.

o
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Beweis

Abschlossenheit unter U

Seien A; = (Q;, V, 56,6,-, F;) fir i = 1,2 Biichi-Automaten und
Li = LY(A;j).
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Beweis

Abschlossenheit unter U

Seien A; = (Q;, V, s}, 6;, F;) fiir i = 1,2 Biichi-Automaten und
Li = LY(A;j).

Wir kdnnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, daB

QNQ=10
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Beweis

Abschlossenheit unter U
Seien A; = (Q;, V, s}, 6;, F;) fiir i = 1,2 Biichi-Automaten und
Li = LY(A;).
Wir kdnnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, daB
QN@=10

Wir konstruieren einen Biichi-Automaten A = (Q, V, sp,0, F), wobei sp
ein neuer Zustand ist, der weder in @; noch in > vorkommt.

o
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Beweis

Abschlossenheit unter U

Seien A; = (Q;, V, 56,5,-, F;) fur i = 1,2 Biichi-Automaten und

Li = LY(A;).

Wir kénnen ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, daB
QN@=10

Wir konstruieren einen Biichi-Automaten A = (Q, V, s, d, F), wobei sg
ein neuer Zustand ist, der weder in Q1 noch in Q> vorkommt.

Q = G1UQU{s}

5a,a) = 6i(a,a) falls g € Q
§(s0,a) = 61(st, a) Uda(s3,a)

F = FRUF

o
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Beweis

Abschlossenheit unter U

Seien A; = (Q;, V, 56,5,-, F;) fur i = 1,2 Biichi-Automaten und

Li = LY(A;).

Wir kénnen ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, daB
QNQ=10

Wir konstruieren einen Biichi-Automaten A = (Q, V, s, d, F), wobei sg
ein neuer Zustand ist, der weder in Q1 noch in Q> vorkommt.

Q = G1UQU{s}

5a,a) = 6i(a,a) falls g € Q
§(s0,a) = 61(st, a) Uda(s3,a)

F = FRUF

Man zeigt leicht, daB L“(A) = L1 U Lo.
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Abgeschlossenheit unter Iteration

Erster Versuch

Sei A= (Qa, V,s{',0a, Fa) ein nichtdeterministischer endlicher Automat
mit L(A) = K.

o
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Abgeschlossenheit unter Iteration

Erster Versuch

Sei A= (Qa, V,s{',0a, Fa) ein nichtdeterministischer endlicher Automat
mit L(A) = K.
Automaten B = (Qg, V, sE, 65, Fg) sei definiert durch:

o
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Abgeschlossenheit unter Iteration

Erster Versuch

Sei A= (Qa, V,s{',0a, Fa) ein nichtdeterministischer endlicher Automat
mit L(A) = K.
Automaten B = (Qg, V, sE, 65, Fg) sei definiert durch:

QB = Qa
£ =
5B(qax) - 5A(q;X) falls q ¢ FA7X eV
6g(q,x) = 6a(q,x)Uda(sy,x) falls g€ Fa,x €V
Fs = Fa

o
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Abgeschlossenheit unter Iteration

Erster Versuch

Sei A= (Qa, V,s{',0a, Fa) ein nichtdeterministischer endlicher Automat
mit L(A) = K.
Automaten B = (Qg, V, sE, 65, Fg) sei definiert durch:

QB = Qa
£ =
5B(qax) - 5A(q;X) falls q ¢ FA7X eV
6g(q,x) = 6a(q,x)Uda(sy,x) falls g€ Fa,x €V
Fs = Fa

Es gilt [“(B)#£KY

o
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Gegenbeispiel
zu ersten Versuch

Sei A der Automat

—O——@ e

Es gilt
K = L(A) = a{a, b}"

Die auf der letzten Folie beschrieben Konstruktion dndert A nicht. Aber
L“(A) # K¥

z.B. ab® € [“(A) aber ab® # K¥ O
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Abgeschlossenheit unter Iteration

Zweiter Versuch

Der Automaten B = (Qg, V, s§, 95, Fg) sei definiert durch:

Qs = Qa

L

5B(q7 3) = 6A(q7 a) falls qc QB
6g(q,e) = {s§ falls g € Fa
Fs = {ss}
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Beispiel zur Komplementbildung

~O——0

()
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Beispiel zur Komplementbildung

Nba

a

-0 ®

b

L“(Nps) = {w € {a,b,c}¥ | nach jedem a kommt ein b}

o
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Beispiel zur Komplementbildung

Nba

a

-0 ®

b
& (o)

L“(Nps) = {w € {a,b,c}¥ | nach jedem a kommt ein b}

colNp,

—O——0

)

{a,b,c} {a,c} O
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Die Abgeschlossenheit
w-regularer Mengen

unter Komplementbildung
muB noch bewiesen werden.
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Zerlequngssatz

L C V¥ ist w-regular, genau dann, wenn L eine endliche Vereinigung von
Mengen der Form

JK“
fir regulare Mengen J, K C V* ist, wobei € € K.

o
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Zerlequngssatz

L C V¥ ist w-regular, genau dann, wenn L eine endliche Vereinigung von

Mengen der Form
JK“

fir regulare Mengen J, K C V* ist, wobei € € K.

Beweis:

o
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Zerlequngssatz

L C V¥ ist w-regular, genau dann, wenn L eine endliche Vereinigung von

Mengen der Form
JK“

fir regulare Mengen J, K C V* ist, wobei € € K.

Beweis:
Sei A=(Q,V,sy,9, F) ein Biichi-Automat mit L“(A) = L.
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Zerlequngssatz

L C V¥ ist w-regular, genau dann, wenn L eine endliche Vereinigung von

Mengen der Form
JK“

fir regulare Mengen J, K C V* ist, wobei € € K.

Beweis:

Sei A=(Q,V,sy,9, F) ein Biichi-Automat mit L“(A) = L.
Fir p,qg € Q sei

Lpg={weV"|qeilp,w)}
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Zerlequngssatz

L C V¥ ist w-regular, genau dann, wenn L eine endliche Vereinigung von

Mengen der Form
JK“

fir regulare Mengen J, K C V* ist, wobei € € K.

Beweis:

Sei A=(Q,V,sy,9, F) ein Biichi-Automat mit L“(A) = L.
Fir p,qg € Q sei

Lpg={weV"|qeilp,w)}

Jedes L, ; C V™ ist eine reguldre Menge.
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Zerlequngssatz

L C V¥ ist w-regular, genau dann, wenn L eine endliche Vereinigung von

Mengen der Form
JK“

fir regulare Mengen J, K C V* ist, wobei € € K.

Beweis:

Sei A=(Q,V,sy,9, F) ein Biichi-Automat mit L“(A) = L.
Fir p,qg € Q sei

Lpg={weV"|qeilp,w)}
Jedes [, ; C V™ ist eine reguldre Menge. AuBerdem gilt

L= Lopls,

pEF
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Zerlequngssatz

L C V¥ ist w-regular, genau dann, wenn L eine endliche Vereinigung von

Mengen der Form
JK“

fir regulare Mengen J, K C V* ist, wobei € € K.

Beweis:
Sei A=(Q,V,sy,9, F) ein Biichi-Automat mit L“(A) = L.
Fir p,qg € Q sei

Lpg={weV"|qeilp,w)}

Jedes [, ; C V™ ist eine reguldre Menge. AuBerdem gilt

L= Lopls,

pEF

Die umgekehrte Implikation folgt aus den Abschlusseigenschaften. o
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Definitionen

A=(Q,V,s,0d, F) ein Biichi-Automat, p,g € Q und u,w € V*
O Lpg={we V" |qgeilpw)}

o
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Definitionen

A=(Q,V,s,0d, F) ein Biichi-Automat, p,g € Q und u,w € V*
Q Lpg={weV"|qgeilp,w)}
Q@ Lh . ={w=a...ax € V*| es gibt eine Folge von
Zustinden qq, . .. gx mit
do=p Qqk=qund
gi+1 € 0(qi, a;) fir alle 0 </ < k und
gi € F furein 0 </ <k}
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Definitionen

A=(Q,V,s,0d, F) ein Biichi-Automat, p,g € Q und u,w € V*
Q Lpg={weV"|qgeilp,w)}
Q@ Lh . ={w=a...ax € V*| es gibt eine Folge von
Zustinden qq, . .. gx mit
do=p Qqk=qund
gi+1 € 0(qi, a;) fir alle 0 </ < k und
gi € F furein 0 </ <k}

Q u=,w gdw fiir alle p, g € Q gilt

uclpg & welpg
F F
vel,, & wel,,
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Offensichtliche Konsequenzen

Offensichtlich gilt stets

F
Lp’q g prq
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Offensichtliche Konsequenzen

Offensichtlich gilt stets

F
Ly €Ly
falls p € F oder g € F auch
F
Lyo=Lpg
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Offensichtliche Konsequenzen

Offensichtlich gilt stets

F
Lp’q g prq
falls p € F oder g € F auch
F
Lpq = Lpa-

=, ist eine Aquivalenzrelation ist.
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FEigenschaften von =

O fiiralle p,g € Q sind L}, und L, 4 regulare Mengen,
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FEigenschaften von =

O fiiralle p,g € Q sind L}, und L, 4 regulare Mengen,

@ jede Aquivalenzklasse von =, ist von der Form

ﬂ LpqN ﬂ ~LpgN ﬂ L;f,qm m NLg,q

(p,q)eP (p,q)P (p,9)ER (p,9)¢R

fiir geeignete Teilmengen P,R C Q x Q.
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FEigenschaften von =

O fiiralle p,g € Q sind L}, und L, 4 regulare Mengen,

@ jede Aquivalenzklasse von =, ist von der Form
F F
(N Loan [V ~Lean () Lpgn [ ~Li,
(p,q)eP (p.q)gP (p.9)ER (p.9)¢R

fiir geeignete Teilmengen P,R C Q X Q.

@ =, besitzt endlich viele Aquivalenzklassen,
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FEigenschaften von =

O fiiralle p,g € Q sind L}, und L, 4 regulare Mengen,
@ jede Aquivalenzklasse von =, ist von der Form
F F
(N Loan [V ~Lean () Lpgn [ ~Li,
(p,q)eP (p,q)¢P (p,9)ER (p,q)ER
fiir geeignete Teilmengen P,R C Q X Q.

@ =, besitzt endlich viele Aquivalenzklassen,

@ jede Aquivalenzklasse von = ist eine regulire Menge,
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FEigenschaften von =

O fiiralle p,g € Q sind L}, und L, 4 regulare Mengen,
@ jede Aquivalenzklasse von =, ist von der Form

ﬂ LpqN ﬂ ~LpgN ﬂ L;qﬂ ﬂ NLg,q

(p,q)eP (p,q)P (p,q)eR (p,q)¢R

fiir geeignete Teilmengen P,R C Q X Q.
@ =, besitzt endlich viele Aquivalenzklassen,

@ jede Aquivalenzklasse von = ist eine regulire Menge,

@ sind Ui, U, Aquivalenzklassen von =4, dann folgt aus
U1Uy N L“(A) # 0 schon U Uy C L¥(A)
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Beweis
Teil 1

| Fiir alle p,g € Q sind Ll’;q und L, 4 regulire Mengen.
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Beweis
Teil 1

| Fiir alle p,g € Q sind Ll’;q und L, 4 reguldre Mengen.

Fiir L, g wurde das schon im Beweis des Zerlegungssatzes benutzt.
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Beweis
Teil 1

Fiir alle p,g € Q sind L;;q und L, 4 reguldre Mengen.

|

Fiir L, g wurde das schon im Beweis des Zerlegungssatzes benutzt.

Wegen

F _
Lpq= U Lprlrq
feF

folgt auch die Regularitdt von L/";q.
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Beweis
Teil 2

Jede Aquivalenzklasse von =, ist von der Form
F F
ﬂ LpgN ﬂ ~LpgN ﬂ Lpgn m ~Lpq
(p,q)eP (p,q)ZP (p,q)ER (p,q)¢R

fir geeignete Teilmengen P, R C @ x Q.
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Beweis
Teil 2

Jede Aquivalenzklasse von =, ist von der Form
F F
ﬂ LpgN ﬂ ~LpgN ﬂ Lpgn ﬂ ~Lpq
(p,q)eP (p,q)ZP (p,q)ER (p,q)¢R

fiir geeignete Teilmengen P,R C Q x Q.

Fiir die Aquivalenzklasse M(u) von u € V* gilt
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Beweis
Teil 2

Jede Aquivalenzklasse von =, ist von der Form
F F
ﬂ LpgN ﬂ ~LpgN ﬂ Lpgn ﬂ ~Lpq
(p,q)eP (p,q)ZP (p,9)ER (p,q)¢R

fir geeignete Teilmengen P, R C @ x Q.

Fiir die Aquivalenzklasse M(u) von u € V* gilt

M(u)CLl,, falls velyg
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Beweis
Teil 2

Jede Aquivalenzklasse von =, ist von der Form
F F
ﬂ LpgN ﬂ ~LpgN ﬂ Lpgn ﬂ ~Lpq
(p,q)eP (p,q)ZP (p,9)ER (p,q)¢R

fir geeignete Teilmengen P, R C @ x Q.

Fiir die Aquivalenzklasse M(u) von u € V* gilt

M(u)CLl,, falls velyg
M(u) Cr Ly falls ug Lyg
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Beweis
Teil 2

Jede Aquivalenzklasse von =, ist von der Form
F F
ﬂ LpqgN ﬂ ~LpgN ﬂ LyqN ﬂ ~Lpg
(p,q)eP (p,q)ZP (p,9)ER (p,q)¢R

fir geeignete Teilmengen P, R C @ x Q.

Fiir die Aquivalenzklasse M(u) von u € V* gilt

M(u)CLl,, falls velyg
M(u) Cr Ly falls ug Lyq
M(u)yc Lf, falls uwelf,
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Beweis
Teil 2

Jede Aquivalenzklasse von =, ist von der Form
F F
ﬂ LpqgN ﬂ ~LpgN ﬂ LyqN ﬂ ~Lpg
(p,q)eP (p,q)ZP (p,9)ER (p,q)¢R

fir geeignete Teilmengen P, R C @ x Q.

Fiir die Aquivalenzklasse M(u) von u € V* gilt

M(u)CLl,, falls velyg
M(u) C~ Lpg falls ud Lpg
M(u) C LS’?—' falls we Ll
M(u) C~ LE, falls ug LF
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Beweis
Teil 2, Fortsetzung

M(u) C
F F
m(p,q)eP Lpqn m(mq)&EP ~LpgN ﬂ(p,c/)eR Lpgn m(;mc:)&zn‘i’ ~Llpg

fur

P = {(p,q)c Q? |ue Lp,q}
R = {(pq)e@|uclh}
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Beweis
Teil 2, Fortsetzung

M(u) <

m(IMI)GP Lpa ﬂ(p,q)gp ~LpgN m(p,q)ef? Lgﬁq n m(mq)&fﬁ’ ~ L;J:,q
fiir

P = {(p.g) € Q*lucLpg}

R = {(p,g)e @ |uelf,}

Gleichheit folgt aus der Definition von =4.
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Beweis
Teil 3

=4 besitzt endlich viele Aquivalenzklassen,
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Beweis
Teil 3

=4 besitzt endlich viele Aquivalenzklassen,

|

Es gibt nur endlich viele Méglichkeiten die Mengen

P,Q C @

in der Darstellung nach Teil 2 zu wahlen.
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Beweis
Teil 4

Jede Aquivalenzklasse von =4 ist eine reguldre Menge.
N

folgt aus 1, 2 und den AbschluBeigenschaften regularer Mengen.
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Bewers
Teil 5
Sei w € U1Us N L“(A) gegeben und u ein weiteres Wort aus U; U5 Es ist
u € L¥(A) zu zeigen.

o
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Beweis
Teil 5
Sei w € U1Us N L“(A) gegeben und u ein weiteres Wort aus U; U5 Es ist
u € L¥(A) zu zeigen.
Wegen w € Ui U5 kénnen wir w wie folgt zerlegen:

W=wWw... Wy...

wobei wy € Uy und w; € Us fiir alle i > 1.
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Beweis
Teil 5
Sei w € U1 U5 N L“(A) gegeben und u ein weiteres Wort aus U; Uy Es ist
u € L¥(A) zu zeigen.
Wegen w € Ui U5 kénnen wir w wie folgt zerlegen:

W=wWw... Wy...

wobei wy € Uy und w; € Us fiir alle i > 1.
Wegen w € L“(A) gibt es eine Berechnungsfolge o fiir w in A in der
unendlich viele Zustidnde aus F auftreten.

o
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Beweis
Teil 5
Sei w € U1 U5 N L¥(A) gegeben und u ein weiteres Wort aus Uy U5 Es ist
u € L¥(A) zu zeigen.
Wegen w € Ui U3 kénnen wir w wie folgt zerlegen:

W=wiw...Wy...

wobei wy € Uy und w; € Us fiir alle i > 1.

Wegen w € L“(A) gibt es eine Berechnungsfolge o fiir w in A in der
unendlich viele Zustidnde aus F auftreten.

Wir interessieren uns fiir bestimmt Stiitzpunkte in der Folge o; mit g,
bezeichen wir den Zustand in o, der nach Einlesen des Teilwortes w,, und
vor Beginn des Einlesens von wp11 eingenommen wird.

o
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Beweis
Teil 5
Sei w € U1 U5 N L¥(A) gegeben und u ein weiteres Wort aus Uy U5 Es ist
u € L¥(A) zu zeigen.
Wegen w € Ui U3 kénnen wir w wie folgt zerlegen:

W=wiw...Wy...

wobei wy € Uy und w; € Us fiir alle i > 1.

Wegen w € L“(A) gibt es eine Berechnungsfolge o fiir w in A in der
unendlich viele Zustidnde aus F auftreten.

Wir interessieren uns fiir bestimmt Stiitzpunkte in der Folge o; mit g,
bezeichen wir den Zustand in o, der nach Einlesen des Teilwortes w,, und
vor Beginn des Einlesens von wp11 eingenommen wird.

Zusatzlich sei go = sg der Anfangszustand.

o
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Beweis
Teil 5
Sei w € U1 U5 N L¥(A) gegeben und u ein weiteres Wort aus Uy U5 Es ist
u € L¥(A) zu zeigen.
Wegen w € Ui U3 kénnen wir w wie folgt zerlegen:

W=wiw...Wy...

wobei wy € Uy und w; € Us fiir alle i > 1.

Wegen w € L“(A) gibt es eine Berechnungsfolge o fiir w in A in der
unendlich viele Zustidnde aus F auftreten.

Wir interessieren uns fiir bestimmt Stiitzpunkte in der Folge o; mit g,
bezeichen wir den Zustand in o, der nach Einlesen des Teilwortes w,, und
vor Beginn des Einlesens von wp11 eingenommen wird.

Zusatzlich sei go = sg der Anfangszustand.

Sei schlieBlich u € Ui Uy , genauer

Uu=ujly...Up...

mit vy € Uy und u; € U fiir alle i > 1. O
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Beweis zu Teil 5

Fortsetzung

Da U; und U, nach Voraussetzung =4 Aquivalenzklassen sind gilt fiir alle /

Wi =A Uj

o
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Beweis zu Teil 5

Fortsetzung

Da U; und U, nach Voraussetzung =4 Aquivalenzklassen sind gilt fiir alle /

Wi =A Uj

Wir konstruieren eine Berechnungsfolge p fiir u, welche die Zustande g, in
derselben Reihenfolge wie o durchlauft.

o
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Beweis zu Teil 5

Fortsetzung

Da U; und U, nach Voraussetzung =4 Aquivalenzklassen sind gilt fiir alle /
Wi =A Uj

Wir konstruieren eine Berechnungsfolge p fiir u, welche die Zustande g, in
derselben Reihenfolge wie o durchlauft.
Nach Definition der g; gilt auf jeden Fall w, € Lg, g,.,-

o
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Beweis zu Teil 5

Fortsetzung

Da U; und U, nach Voraussetzung =4 Aquivalenzklassen sind gilt fiir alle /
Wi =A Uj

Wir konstruieren eine Berechnungsfolge p fiir u, welche die Zustande g, in
derselben Reihenfolge wie o durchlduft.

Nach Definition der g; gilt auf jeden Fall w, € Lg, g,.,-

Wegen w, =4 u, gilt dann auch u, € Lg, 4,.,- Man kann also den Weg
von gp nach gn41 in p interpolieren. Kommt in o ein Finalzustand
zwischen g, und g1 vor, so gilt w, € L‘,;n’qn+1 und wegen w, =5 u, auch
u, € Lgn,qn_l. Das Teilstiick von p zwischen g, und gn+1 kann demnach
auch so gewahlt werden, daB darin ein Finalzustand vorkommt. Das zeigt,

daB p eine akzeptierende Berechnungsfolge fiir u ist und damit u € L“(A).

o
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Satz von Ramsey

Sei Pi,..., Pk eine endliche Partition aller zweielementigen Teilmenge der
Menge N der natiirlicher Zahlen.

Dann gibt es eine unendliche Teilmenge T C N und ein i mit 1 </ < k,
so daB alle zweielementigen Teilmengen von Elementen aus T in P; liegen.
In Formeln:

aus Py W... W P, = N[ folgt die Existenz einer unendlichen Menge
T C N, so daB T2 C p; fiir ein i.

o
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Satz von Ramsey

Sei P1, ..., Pk eine endliche Partition aller zweielementigen Teilmenge der
Menge N der natiirlicher Zahlen.

Dann gibt es eine unendliche Teilmenge T C N und ein i mit 1 </ < k,
so daB alle zweielementigen Teilmengen von Elementen aus T in P; liegen.
In Formeln:

aus Py W... W P, = N[ folgt die Existenz einer unendlichen Menge

T C N, so daB T2 C p; fiir ein i.

T heiBt eine homogene Menge fiir Py, ..., Py

Beweis im Buch von Monk oder dem von Felscher oder in der
Orginalarbeit von Ramsey (1929).
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Satz von Ramsey
Visuelles Beispiel
Wir identifizieren NP mit {(n,m) | n < m}
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Satz von Ramsey
Visuelles Beispiel
Wir identifizieren N2l mit {(n,m) | n < m}
Py = {(n,m) € NP1 | m — n ist ungerade}
Py ={(n,m) € NP | m— nist gerade}
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Satz von Ramsey
Visuelles Beispiel
Wir identifizieren N2 mit {(n, m) | n < m}
Py = {(n,m) € N1 | m — n ist ungerade}
Py = {(n,m) € N | m — n ist gerade}
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Satz von Ramsey
Visuelles Beispiel
Wir identifizieren N2 mit {(n, m) | n < m}
Py = {(n,m) € N1 | m — n ist ungerade}
Py = {(n,m) € N | m — n ist gerade}
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Lemmoa

Zu jedem w € V¥ gibt es=-Aquivalenzklassen U und W mit w € UW¥.
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Lemmoa

Zu jedem w € V¥ gibt es=-Aquivalenzklassen U und W mit w € UW¥.

Beweis:
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Lemma

|
Zu jedem w € V¥ gibt es=a-Aquivalenzklassen U und W mit w € UWY. J

Beweis:

Seien Uy, ..., U, alle Aquivalenzklassen von =, und bezeichne fiir j < j
w; j das endliche Teilwort w(i)...w(j — 1) von w.

o
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Beweis:

Seien Uy, ..., U, alle Aquivalenzklassen von =, und bezeichne fiir j < j
w; j das endliche Teilwort w(i)...w(j — 1) von w.
Dann wird durch

Pr={{i,j} € N | [w;jl=, = U;}

eine Partition von N2 definiert.
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Lemma

|
Zu jedem w € V¥ gibt es=-Aquivalenzklassen U und W mit w € UW®. J

Beweis:

Seien Uy,..., U, alle Aquivalenzklassen von =, und bezeichne fiir j < j
w; j das endliche Teilwort w(i)...w(j — 1) von w.

Dann wird durch

Pr={{i,j} € N | [w;jl=, = U;}

eine Partition von N[ definiert.

Nach dem Satz von Ramsey gibt es eine unendliche Teilmenge T C N und
ein k mit T2 C P.

Sei iy das kleinste Element in T und U = [w | (io)]=,, dann gilt
offensichtlich

w e UUY

o
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Abgeschlossenheit unter Komplementen

Ist L C V¥ eine w-reguldre Menge, dann auch V¥ \ L

Pror. P.H. SCHMITT FORMALE SYSTEME



Abgeschlossenheit unter Komplementen

Ist L C V¥ eine w-reguldre Menge, dann auch V¥ \ L
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Abgeschlossenheit unter Komplementen

Ist L C V¥ eine w-reguldre Menge, dann auch V¥ \ L

Beweis
Sei A ein Biichi Automat mit [¥(A) = L.
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Abgeschlossenheit unter Komplementen

[ R

Ist L C V¥ eine w-reguldre Menge, dann auch V¥ \ L

Beweis
Sei A ein Biichi Automat mit [¥(A) = L.

vene= | wug
(U1,L)eR

dabei gilt (U1, Uz) € R genau dann, wenn U Uy N L= 0.

U; sind =4 Aquivalenzklassen.
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Varianten von Biichi Automaten

Menge von Anfangszustinden

|
Zu jedem Biichi Automaten C = (S, V, So, d, F) mit einer Menge von An-
fangszustanden gibt es einen Biichi Automaten A mit einem einzigen An-
fangszustand und

L(C) = L¥(A)

o

PrOF. P.H. SCHMITT FORMALE SYSTEME WINTER 2007/2008 37 /41




Varianten von Biichi Automaten

Menge von Anfangszustinden

Zu jedem Biichi Automaten C = (S, V, So, d, F) mit einer Menge von An-
fangszustanden gibt es einen Biichi Automaten A mit einem einzigen An-
fangszustand und

L(C) = L¥(A)

Beweis:

o

PROF. P.H. SCHMITT FORMALE SYSTEME WINTER 2007/2008 37 /41




Varianten von Biichi Automaten
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|
Zu jedem Biichi Automaten C = (S, V, So, d, F) mit einer Menge von An-
fangszustanden gibt es einen Biichi Automaten A mit einem einzigen An-
fangszustand und

L(C) = L¥(A)

Beweis:

Sei 5,' = {51, cee ,Sk}.
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Varianten von Biichi Automaten

Menge von Anfangszustinden

|
Zu jedem Biichi Automaten C = (S, V, So, d, F) mit einer Menge von An-
fangszustanden gibt es einen Biichi Automaten A mit einem einzigen An-
fangszustand und

L(C) = L¥(A)

Beweis:
Sei 5,' = {51, cee ,Sk}.
Wir setzen C; = (S, V,s;, 6, F).

o
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Varianten von Biichi Automaten

Menge von Anfangszustinden

Zu jedem Biichi Automaten C = (S, V, So, d, F) mit einer Menge von An-
fangszustanden gibt es einen Biichi Automaten A mit einem einzigen An-
fangszustand und

L(C) = L¥(A)

Beweis:

Sei S,' = {51, . ,Sk}.

Wir setzen C; = (S, V,s;, 6, F).

Offensichtlich gilt L*(C) = U, L“(C)).

Die Existenz von A folgt jetzt aus Abgeschlossenheit w-reguldrer Mengen
unter Vereinigung.

o
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Erweiterte Biichi Automaten

Ein w-Wort w wird von dem erweiterten Bichi Automat

A:(57 V750757F17"'7F”)

akzeptiert, wenn es eine Berechungsfolge s fiir w gibt, die fiir jedes j,
1 <j < n unendlich viele Zustande aus F; enthalt.

o
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Erweiterte Biichi Automaten

Ein w-Wort w wird von dem erweiterten Bichi Automat
.A= (5, V,So,(S,Fl,...,Fn)

akzeptiert, wenn es eine Berechungsfolge s fiir w gibt, die fiir jedes j,
1 <j < n unendlich viele Zustande aus F; enthalt.
Also

L“(A) = {we VY| esgibt eine Berechnungsfolge s fiir w,
so daB fiir jedes j,1 < j < n,
die Menge {i | s; € F;} unendlich ist.}
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Erweiterte Biichi Automaten
Reduktion

Zu jedem erweiterten Biichi Automaten A, gibt es einen einfachen Biichi
Automaten A mit

L*(Ae) = L*(A)
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Miiller Automaten
Definition

Ein Miller Automat M = (S, V, sy, d, F) ist ein endlicher Automat

M = (S, V,sp,0) ohne Angabe von Endzustanden, aber stattdessen mit
einer Menge F nicht leerer Endzustandsmengen, d.h. fiir alle F € F gilt
F C Sund F #0.

Ist 0 = s1,...,5Sn,... eine Zustandsfolge, so bezeichnet In(o) die Menge
der Zustinde, die unendlich oft in o vorkommen, also

In(c) = {s € S | es gibt unendlich viele n mit s, = s}

Die von einem Miiller Automat M = (S, V, sy, 0, F) akzeptierte
w-Sprache wird definiert durch:

L(M) ={w € V¥ | In(o) € F fiir eine Berechnungsfolge o fiir w}
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Miiller Automaten

|
Die Klasse der von nichtdeterministischen Biichi Automaten akzeptierten
w-Sprachen stimmt iiberein mit der von nichtdeterministischen Miiller Au-
tomaten akzeptierten w-Sprachen.

o
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