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Syntax der Prddikatenlogik 2. Stufe

Logische Zeichen:

Wie in der PL1: (,),=,—,A,V,—, <, V¥, 3.
Variable:

Var = Ivar U Mvar (disjunkt)
Ivar: Individuenvariable vy, v1, . ..
Notation: x,y, z, ...
Mvar:  Mengenvariable oder
einstellige Pradikatvariable My, My, . . .
Notation: X, Y, Z, ...
Signatur ¥ = (Fg, Py, ay) wie in PL1
Terme Termy wie in PL1
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Syntax der Pradikatenlogik 2. Stufe (Forts.)

atomare Formeln:

s =t fiir Terme s, t
p(t, ..., ty) fir p€ Py, ax(p) = n, tj € Termy
X(t) fir Mengenvariable X und Terme t

Formeln For)% enthalt genau

@ alle atomaren Formeln

10

e mit A B e For%,x € lvar, X € Mvar
auch: -A,(AAB),(AV B),(A— B),(A< B),
VxA, dxA, VXA, 3XA

Die Begriffe , freie Variable", ,, gebundene Variable", , Substitution®,
. kollisionsfreie Substitution”, , Prafix", ,, AllabschluB*, , ExistenzabschluB"
u.d. werden entsprechend der PL1 gebildet.

o

PRrOF. P.H. SCHMITT FORMALE SYSTEME WINTER 2007/2008 3/ 10




Semantik der Prddikatenlogik 2. Stufe

Zu einer Interpretation D = (D, /) sind Belegungen
B: Ilvar - D und ~: Mvar — P(D)
zu betrachten (P(D): Potenzmenge von D).

Auswertung von Formeln:

valp,s4(X(t)) = W & valp 5,(t) € 4(X)
valp g (VXA) = W & fiir jedes M C D gilt valpﬁﬁ)/\{/(A) =W
valp g(3IXA) =W <& esgibt ein M C D mit valDﬁ’V);\(/;(A =W
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Modellbegriff

(D, 1) heiBt Modellvon A: & valps,(A) =W fiir alle 3,~.

(D, 1) ist Modell einer Formelmenge M :&
(D, 1) ist Modell jeder Formel in M.

M |= A :& Jedes Modell von M ist Modell von A

A allgemeingiiltig =< = A

A erfiillbar <= —A ist nicht allgemeingiiltig.
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Beuspiele fiir PL2 Formeln

o VX(X(x) < X(y))
Charakterisiert die Gleichheit.

o VX((X(0) AVy(X(y) — X(5(¥)))) — VyX(y))
Das Induktionsschema der Peanoschen Axiome als Formel.
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Kompaktheit

Theorem
Die PL2 ist nicht kompakt. D. h.:

o Es gibt eine Formelmenge S, so daB jede endliche Teilmenge von S
ein Modell hat S selbst aber nicht.

Beweis
Vokabular ¥ = {s,0,c}
S = {¥X((X(0) AVy(X(y) — X(s(¥)))) — YyX(¥))}
U{c #s"(0) [ n = 0}
Aus (D, 1) =D = VX((X(0) AVy(X(y) — X(s(y)))) — VyX(y)) folgt
D = {s"(0) | n > 0}.

Jede endliche Teilmenge der Ungleichungen {c # s"(0) | n > 0} l&sst sich
noch erfiillen, die ganze Menge aber nicht mehr. o
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Aziomatisierbarkeit

Theorem
Fiir die Pradikatenlogik 2. Stufe kann es keinen korrekten und
vollstandigen Kalkiil geben.

Beweis
Der Begriff der Ableitbarkeit aus einem Kalkiil K ist stets kompakt, d. h.

Sk A

folgt stets
Ebk A

fiir eine endliche Teilmenge E C S. Die Existenz eines korrekten und
vollstandigen Kalkiils stiinde also im Widerspruch zu dem Gegenbeispiel
zur Kompaktheit von PL2.

o
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Endlichkeit

Mit Quantoren iiber 2-stellige Relationen kann man auch die Endlichkeit
des Grundbereichs durch eine Formel ohne nicht-logische Zeichen
ausdriicken.

Fin =

YU  ((Vx3yU(x, y)A
VxVyVz(U(x,y) ANU(x,z) = y = z)
NYxVyVz(U(x,z) A U(y,z) — x = y))
— Yy3axU(x,y))

(D, 1) = Fin < D ist endlich
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Endlichkeit

Beweisidee
(D, 1) endlich
< Jede injektive Funktion F : D — D ist auch surjektiv

< Fiir jede Relation R C D x D gilt:
Wenn R der Graph einer injektiven Funktion ist,
dann ist diese auch surjektiv.

o
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