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Termersetzungssysteme
Einstieg

Termersetzungssysteme sind eine sehr erfolgreiche Methode in der
Gleichungslogik.

Aus einer Menge symmetrischer Gleichungen E wird ein gerichtetes
Termersetzungssystem.

Die den Termersetzungssystemen zugrunde liegende ldee einer eindeutigen
Normalform und die schrittweise Normalisierung eines symbolischen
Ausdrucks ist so elementar, daB sie in vielen Zusammenhingen in
unterschiedlichen Auspragungen eine Rolle spielt.

Der iibergreifende Begriff sind die Reduktionssysteme.
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Reduktionssysteme

Ein Reduktionssystem (D, -) besteht aus einer nichtleeren Menge D und
einer beliebigen, bindren Relation >~ auf D.

Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen:

— die reflexive, transitive Hille von >

% die transitive Hiille von =
< die reflexive, transitive, symmetrische Hiille von >

o
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FEinschrinkende FEigenschaften

von Reduktionssystemen

@ Ein Reduktionssystem (D, >) heiBt konfluent, wenn fiir jedes Tripel
5,51,5 € D mit s — s;, s — sy ein t € D existiert mit s; — t und
So — t.
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FEinschrinkende FEigenschaften

von Reduktionssystemen

@ Ein Reduktionssystem (D, >) heiBt konfluent, wenn fiir jedes Tripel
$,51,5 € D mit s — 53, s — sp ein t € D existiert mit s; — t und
So — t.

@ (D, >) heiBt lokal konfluent, wenn fiir alle s,s1,s, € D mit s > s,
s>=syeint€ D mit sy — t und sp — t existiert.

@ (D, ) heiBt noethersch (oder wohlfundiert oder terminierend),
wenn es keine unendlichen Folge sp > s1... > s; = ... gibt.

v

o

PrOF. P.H. SCHMITT FORMALE SYSTEME WINTER 2007/2008 4/21




FEinschrinkende FEigenschaften

von Reduktionssystemen

@ Ein Reduktionssystem (D, >) heiBt konfluent, wenn fiir jedes Tripel
$,51,5 € D mit s — 53, s — sp ein t € D existiert mit s; — t und
So — t.

@ (D, >) heiBt lokal konfluent, wenn fiir alle s,s1,s, € D mit s > s,
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@ (D, ) heiBt noethersch (oder wohlfundiert oder terminierend),
wenn es keine unendlichen Folge sp > s1... > s; = ... gibt.

@ Ein konfluentes und noethersches Reduktionssystem heiBt kanonisch.
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von Reduktionssystemen

Ein Reduktionssystem (D, ) heiBt konfluent, wenn fiir jedes Tripel
$,51,5 € D mit s — 53, s — sp ein t € D existiert mit s; — t und
So — t.

(D, >) heiBt lokal konfluent, wenn fiir alle s,s1,s, € D mit s > s,
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(D, >) heiBt noethersch (oder wohlfundiert oder terminierend),
wenn es keine unendlichen Folge sp > s1... > s; = ... gibt.

Ein konfluentes und noethersches Reduktionssystem heiBt kanonisch.
Ein Element s € D heiBt irreduzibel (oder eine Normalform) in

(D, ), wenn kein t € D existiert mit s > t.
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von Reduktionssystemen
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$,51,5 € D mit s — 53, s — sp ein t € D existiert mit s; — t und
So — t.

(D, >) heiBt lokal konfluent, wenn fiir alle s,s1,s, € D mit s > s,
s>=seinte D mits — tund s — t existiert.

(D, >) heiBt noethersch (oder wohlfundiert oder terminierend),
wenn es keine unendlichen Folge sp > s1... > s; = ... gibt.

Ein konfluentes und noethersches Reduktionssystem heiBt kanonisch.
Ein Element s € D heiBt irreduzibel (oder eine Normalform) in
(D, ), wenn kein t € D existiert mit s > t.

Sei s € D. Ein Element sy € D heiBt eine Normalform fiir s in

(D, >), wenn sp irreduzibel ist und s — sp gilt.
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Kanonische Reduktionssysteme

Theorem

Sei (D, ) ein kanonisches Reduktionssystem. Dann gilt:
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Kanonische Reduktionssysteme

Theorem

Sei (D, ) ein kanonisches Reduktionssystem. Dann gilt:

Q Zu jedem s € D gibt es eine eindeutige Normalform. Diese bezeichnen

wir mit irr(s).
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Kanonische Reduktionssysteme

Theorem
Sei (D, ) ein kanonisches Reduktionssystem. Dann gilt:
Q Zu jedem s € D gibt es eine eindeutige Normalform. Diese bezeichnen
wir mit irr(s).
Q Fiirs,t € D gilt
s < t gdw irr(s) = irr(t)
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Kanonische Reduktionssysteme

Theorem
Sei (D, ) ein kanonisches Reduktionssystem. Dann gilt:
Q Zu jedem s € D gibt es eine eindeutige Normalform. Diese bezeichnen
wir mit irr(s).
Q Fiirs,t € D gilt
s < t gdw irr(s) = irr(t)
@ (D, ) sei berechenbar im folgenden Sinne: Es gibt einen
Algorithmus, der zu jedem t € D ein t' mit t = t' liefert, wenn ein

solches existiert, und andernfalls ausgibt ,t ist irreduzibel”, Dann ist
die Relation < entscheidbar.
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Beweis

FEindeutigkeit und Existenz der Normalform

Angenommen es gabe fiir s € D zwei Normalformen s, sp.
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Beweis

Eindeutigkeit und Ezistenz der Normalform

Angenommen es gabe fiir s € D zwei Normalformen s, sp.
D.h. es gilt s — s; und s — sp.

Wegen der Konfluenz von (D, ) gibt es t € D mit

s1 — tund s — t.
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Das widerspricht der Irreduzibilitdt von si, sp.
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Beweis

Eindeutigkeit und Ezistenz der Normalform

Angenommen es gabe fiir s € D zwei Normalformen s, sp.

D.h. es gilt s — s; und s — sp.

Wegen der Konfluenz von (D, ) gibt es t € D mit

s1 — tund s — t.

Das widerspricht der Irreduzibilitdt von si, sp.

Existenz einer Normalform fiir s € D,

Setze sy = s und wahlen ein s;11 mit s; > s;11, solange s; nicht irreduzibel
ist.
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Beweis

Eindeutigkeit und Ezistenz der Normalform

Angenommen es gibe fiir s € D zwei Normalformen s, sp.

D.h. es gilt s — s; und s — sp.

Wegen der Konfluenz von (D, >) gibt es t € D mit

s1 — tund s — t.

Das widerspricht der Irreduzibilitdt von si, sp.

Existenz einer Normalform fiir s € D,

Setze sy = s und wahlen ein s;11 mit s; > s;11, solange s; nicht irreduzibel
ist.

Da (D, ) noethersch ist, wird nach endlich vielen Schritten ein
irreduzibles s; erreicht.
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Beweis
s« t gdw irr(s) = irr(t)

Die Implikation von rechts nach links ist trivial.
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Die Implikation von rechts nach links ist trivial.
Gelte jetzt s < t.
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Beweis
st gdw irr(s) = irr(t)

Die Implikation von rechts nach links ist trivial.
Gelte jetzt s < t.

Nach Definition von « gibt es eine Folge s = sg, s1,...,5, = t, so daB fiir

alle 0 < i < n entweder s; > sj1 oder siy1 > s; gilt.
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Beweis
st gdw irr(s) = irr(t)

Die Implikation von rechts nach links ist trivial.

Gelte jetzt s < t.
Nach Definition von « gibt es eine Folge s = sg, s1,...,5, = t, so daB fiir

alle 0 < i < n entweder s; > sj1 oder siy1 > s; gilt.
Der Nachweis von irr(s) = irr(t) geschieht durch Induktion iiber n.
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Der Nachweis von irr(s) = irr(t) geschieht durch Induktion iiber n.

Der Induktionsanfang n =0, d.h. s = t ist trivial.

Sei also die Behauptung fiir Folgen der Lange n — 1 schon bewiesen. Also
gilt irr(s1) = irr(t).
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Sei also die Behauptung fiir Folgen der Lange n — 1 schon bewiesen. Also
gilt irr(s1) = irr(t).

Im Fall so > s1 gilt offensichtlich irr(sp) = irr(s1), und wir sind fertig.
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Beweis
st gdw irr(s) = irr(t)

Die Implikation von rechts nach links ist trivial.

Gelte jetzt s < t.

Nach Definition von « gibt es eine Folge s = sg, s1,...,5, = t, so daB fiir
alle 0 < i < n entweder s; > sj1 oder siy1 > s; gilt.

Der Nachweis von irr(s) = irr(t) geschieht durch Induktion iiber n.

Der Induktionsanfang n =0, d.h. s = t ist trivial.

Sei also die Behauptung fiir Folgen der Lange n — 1 schon bewiesen. Also
gilt irr(s1) = irr(t).

Im Fall so > s1 gilt offensichtlich irr(sp) = irr(s1), und wir sind fertig.
Falls s1 = sp gilt, folgt aus der Konfluenz, daB ebenfalls irr(sp) = irr(s1)
gelten muB.
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Beweis

FEntscheidbarkeit von <

Zu gegebenem s, t wird wie folgt entschieden, ob s « t.
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Beweis

FEntscheidbarkeit von <

Zu gegebenem s, t wird wie folgt entschieden, ob s « t.
Beginnend mit sy := s, liefert der vorausgesetzte Algorithmus Elemente s;
mit sp > S1 > S» > ..., bis hierbei ein irreduzibles s,, erreicht ist.
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Beweis

FEntscheidbarkeit von <

Zu gegebenem s, t wird wie folgt entschieden, ob s « t.

Beginnend mit sy := s, liefert der vorausgesetzte Algorithmus Elemente s;
mit sp > S1 = S» > ..., bis hierbei ein irreduzibles s,, erreicht ist.

Da (D, ) noethersch ist, tritt das auf jeden Fall ein und wird durch ,,sp,
ist irreduzibel” mitgeteilt, ferner gilt sp, = irr(s).

Entsprechend erhilt man irr(t) aus t.

Nach (2) ist s <= t genau dann, wenn irr(s) = irr(t).
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Noethersche Induktion

Theorem

Fiir ein noethersches Reduktionssystem (D, >) gilt das folgende
Beweisprinzip der Noetherschen Induktion:

Es sei X C D, so daB fiir alle a € D gilt

{bla> b} C X =ac X.

Dann ist X = D. )

o
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Noethersche Induktion

Proof.
Angenommen es gibt ag € D\ X. Nach Annahme iiber X gilt
{blag >~ b} £ X.
Es gibt also ein a; mit
ap ~ ai, ai Q X
Nach Annahme iiber X gilt wieder {b|a; = b} Z X und es gibt ein a mit
ag—ay = ay,a g X
Fahrt man in dieser Weise fort, so erhalt man eine unendliche Folge
(aj)ien mit a; = aj11 fiir alle i. Das ist ein Widerspruch, denn (D, ) war
als noethersch vorausgesetzt. Ol

v
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Von lokaler zu uneingeschrinkter Konfluenz

Theorem

Wenn (D, >) ein noethersches und lokal konfluentes Reduktionssystem ist,
dann ist (D, >) konfluent, d. h. kanonisch.

S'.

NN
o

~
S
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Beweis

Wir verwenden noethersche Induktion beziiglich der Menge
Confl = {s|fiir alle s, s>
mit s — 51,5 — S
existiert ein t mit s; — t,sp — t}
Dazu miissen wir also zeigen, daB fiir alle s gilt:

{s'|s = s'} C Confl = s € Confl

Es seien s, s1,sp gegeben mit s — s1, s — sp.

Im Falle s = s; oder s = s, ist man fertig. (Etwa: s; = s — sp).
Sei also s # s1, s # 5.
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Beweis(Forts.)

Nachweis von
{s'|s = s’} C Confl = s € Confl

im Falle s — s1, s — s, mit s # s1, s # .

Es existieren vy, up mit s = u; — sy und s > up — sp.

Wegen der lokalen Konfluenz von (D, ) existiert ein v mit

uy — v,up — V.

Nach Voraussetzung (,,Induktionsannahme”) liegt vy in Confl. Also gibt es
ein w mit s > wund v — w.

Entsprechend schlieBen wir aus der Induktionsannahme wuy € Confl, daB ein
Term t existiert mit s, — t und w — t.
Wir haben s; — t und s, — t und somit s € Confl, was zu beweisen war.
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Beispiele fiir Reduktionssysteme

Polynomalgebra

e Ein Potenzprodukt in den Unbestimmten Xi,..., X, liber einem
Korper K ist ein Ausdruck der Form

€ €
Xtk ok X7

mit natiirlichen Zahlen e;,

v
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Beispiele fiir Reduktionssysteme

Polynomalgebra

e Ein Potenzprodukt in den Unbestimmten Xi,..., X, liber einem
Korper K ist ein Ausdruck der Form

€ €
Xtk ok X7

mit natiirlichen Zahlen e;,

e Ein Monom in den Unbestimmten Xi,..., X, liber K ist ein
Ausdruck der Form
c * pp,

wobei ¢ # 0 ein Element aus K ist und pp ein Potenzprodukt.

Pror. P.H. ScamiTT FORMALE SYSTEME WINTER 2007/2008

14 / 21



Beispiele fiir Reduktionssysteme
Polynomalgebra (Forts.)

e Ein Polynom in den Unbestimmten Xi, ..
Ausdruck der Form
my 4+ ...+ mg

mit Monomen m;.

., Xn Uber K ist ein
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Beispiele fiir Reduktionssysteme
Polynomalgebra (Forts.)

@ Ein Polynom in den Unbestimmten Xi,..., X, iiber K ist ein
Ausdruck der Form
my 4+ ...+ mg
mit Monomen m;.

@ Die Menge aller Polynome iiber K bildet mit den naheliegenden

Produkt- und Summendefinition den Polynomring K[X1, ..., Xs].
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Zuldssige Ordnungen

Eine Ordnungsrelation < auf der Menge aller Monome heiBt zuldssig,
wenn fiir beliebige Monome m, my, my gilt:

@ aus my < my folgt my x m < my x m und
Q@ 1<m
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Zuldssige Ordnungen

Eine Ordnungsrelation < auf der Menge aller Monome heiBt zuldssig,
wenn fiir beliebige Monome m, my, my gilt:

Q@ aus m; < mp folgt my * m < my * m und
Q@ 1<m

Die lexikographische Ordnung der Monome ist ein typisches Beispiel einer
zul3ssigen Ordnungsrelation.
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Die Polynomreduktion

Sei B C K[X4, ..., Xu].

Die Reduktionsrelation g auf K[Xi, ..., X;], die Polynomreduktion fiir
B, wird wie folgt definiert.

f =g g gilt genau dann, wenn

@ das groBte Monom in f ist m = ¢; % ppy fiir ¢ € K und ein
Potenzprodukt pp; und

o
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Die Polynomreduktion

Sei B C K[X4, ..., Xu].

Die Reduktionsrelation g auf K[Xi, ..., X;], die Polynomreduktion fiir
B, wird wie folgt definiert.

f =g g gilt genau dann, wenn

@ das groBte Monom in f ist m = ¢; % ppy fiir ¢ € K und ein
Potenzprodukt pp; und

@ es gibt ein Polynom h € B mit groBtem Monom u = ¢y * pp2 mit
pp1 = v * ppz2 und
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Die Polynomreduktion

Sei B C K[X1,. .., X].
Die Reduktionsrelation g auf K[Xi, ..., X;], die Polynomreduktion fiir
B, wird wie folgt definiert.

f =g g gilt genau dann, wenn
@ das groBte Monom in f ist m = ¢; % ppy fiir ¢ € K und ein
Potenzprodukt pp; und
@ es gibt ein Polynom h € B mit groBtem Monom u = ¢, * ppy mit
pp1 = v * ppz2 und
° g:f—cl*cgl*v*h

o
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FEin konkretes Beuspiel fiir die Polynomreduktion

Sei B={h; = xy? — x,hy = x — y3}

f=x"y?+x3y2 —y +1.

Fiir h = hy haben wir in der Notation der Definition der Polynomreduktion
a=c=1 pp=x"y? ppp=xy? und v = x°.

Fijrg:f—cl*cgl*v*h:x7+x3y2—y—|—1giltdann

f-5g

Xy 4 x3y2 —y+ 1 x +x32—y+1

o
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FEigenschaften der Polynomreduktion

e Das Reduktionssystem (K[Xi, ..., Xy], =p) ist stets noethersch.
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Figenschaften der Polynomreduktion

e Das Reduktionssystem (K[Xi, ..., Xy], =p) ist stets noethersch.

@ Es muB nicht immer konfluent sein.
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Figenschaften der Polynomreduktion

e Das Reduktionssystem (K[Xi, ..., Xy], =p) ist stets noethersch.
e Es muB nicht immer konfluent sein.

@ Aber fiir jede Menge B gibt es eine Menge G, die dasselbe Ideal in
dem Ring K[Xi, ..., X,] erzeugt wie B, so daB g konfluent ist.

G 1aBt sich aus B berechnen, z.B. mit dem Buchbergerschen

Algorithmus.

o
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Beispiele fiir Reduktionssysteme
B-Reduktion tm \-Kalkil

Fiir zwei \-Terme M, N ist die 3-Reduktion -5 definiert durch: M -5 N
genau dann, wenn

e ein Teiltermvorkommen (AxM;)Ny in M gibt und
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Fiir zwei \-Terme M, N ist die 3-Reduktion -5 definiert durch: M -5 N
genau dann, wenn

e ein Teiltermvorkommen (AxM;)Ny in M gibt und
e N entsteht aus M, indem (AxM;)Ny ersetzt wird My[x « Ni],
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Beispiele fiir Reduktionssysteme
B-Reduktion tm \-Kalkil

Fiir zwei \-Terme M, N ist die 3-Reduktion -5 definiert durch: M -5 N

genau dann, wenn
e ein Teiltermvorkommen (AxM;)N; in M gibt und
e N entsteht aus M, indem (AxM;)Ny ersetzt wird My[x « Ni],

e wobei Mj[x < Nj] aus M; entsteht, indem jedes freie Vorkommen
von x ersetzt wird durch Nj.
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Beispiele fiir Reduktionssysteme
B-Reduktion tm \-Kalkil

Fiir zwei \-Terme M, N ist die 3-Reduktion -3 definiert durch: M =5 N
genau dann, wenn

e ein Teiltermvorkommen (AxM;)Ny in M gibt und

e N entsteht aus M, indem (AxM;)Ny ersetzt wird My[x «— Nj],

e wobei Mj[x < Nj| aus M entsteht, indem jedes freie Vorkommen
von x ersetzt wird durch Np.

Eigenschaften:
e Die 3-Reduktion auf der Menge aller )\ -Terme ist konfluent.

o
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Beispiele fiir Reduktionssysteme
B-Reduktion im \-Kalkiil

Fiir zwei \-Terme M, N ist die 3-Reduktion -3 definiert durch: M =5 N
genau dann, wenn

e ein Teiltermvorkommen (AxM;)Ny in M gibt und

e N entsteht aus M, indem (AxM;)Ny ersetzt wird My[x «— Nj],

e wobei Mj[x < Nj| aus M entsteht, indem jedes freie Vorkommen
von x ersetzt wird durch Np.

Eigenschaften:
o Die 3-Reduktion auf der Menge aller )\ -Terme ist konfluent.

o Die 3-Reduktion ist nicht noethersch, so hat z.B. der Term
(Ax(xx))Ax(xx) keine Normalform.

o
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Beispiele fiir Reduktionssysteme
Semi- Thue-Systeme

Sei R eine Menge von Paaren (r,s) von Woértern iiber einem Alphabet ¥,
d.h. r,s € ¥*. Die Relation > auf der Menge X* aller Worter iiber X ist
definiert durch:

u>Rrv
gdw
es gibt (r,s) € Rund z,y € ¥, so daB u = xry und v = xsy.

(X, R) heiBt ein Semi-Thue-System (string rewriting system).

Im Unterschied zu den Termersetzungssystemen treten in
Semi-Thue-Systemen keine Variablen auf und damit keine Substitutionen.
AuBerdem ist die interne Struktur von Wortern wesentlich armer als die
interne Struktur von Termen.

o
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