Der aussagenlogische Resolutionkalkiil
Merkmale des Resolutionskalkiils

Widerlegungskalkiil

Voraussetzung: Alle Formeln sind in konjunktiver Normalform.

Es gibt eine einzige Regel, die Resolutionsregel, eine Modifikation des
Modus ponens.

Es sind keine logischen Axiome mehr notwendig;
insbesondere entfillt die Suche nach (,langen") passenden
Instantiierungen der Axiomenschemata Ax1, Ax2, Ax3.

o
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Syntaz

Eine Klausel ist eine endliche Menge von Literalen. [ ist die leere Klausel.

{P1, P2} {P1,-P2}

Eine Klausel lesen wir als die Disjunktion der ihr angehorenden Literale.

PiVv P, PiV-—Ps

o

PROF. P.H. SCHMITT FORMALE SYSTEME WINTER 2007/2008 2/ 14




Syntaz

Die grundlegende Datenstruktur, auf der wir operieren, sind die Mengen
von Klauseln,

HP1, P2}, {P1, P2} {=P1, Po}, {—P1, = P2 }}

gelesen als Konjunktion der Klauseln.

(Pl V P2) A (Pl V —|P2) A (—|P1 V P2) A (—|P1 V —|P2)

Bis auf die Reihenfolge der Disjunktions- bzw. Konjunktionsglieder sind
also in umkehrbar eindeutiger Weise die Formeln in konjunktiver
Normalform als Klauselmengen wiedergegeben.
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Semantik
Ist I : ¥ — {W, F} eine Interpretation der Atome, so hat man als
zugehorige Auswertung
val; : Mengen von Klauseln — {W, F} :

W falls fiir alle C € M gilt:
vali(M) = vali({C}) =W
F  sonst

W falls ein L € C existiert mit
vali({C}) = I(L)y=W
F sonst
fiir Klauseln C,
Es folgt also
vali({0}) = F,

valj(0) = W

fiir die leere Klauselmenge 0.
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Der Kalkiil RO

Die aussagenlogische Resolutionregel ist die Regel

Gu {P}, GuU {—\P}
GuUG

mit einer AL-Variablen P und Klauseln Ci, G
C1 U G, heisst Resolvente von Gy U{P}, G, U{=P}.
Der Resolutionskalkiil enthdlt die Resolutionsregel als einzige Regel.
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Beispiel

Gegeben sei die Klauselmenge
M = {{P]-? P2}7{P17_‘P2}7 {_‘Pla P2}7 {ﬁ'Dlv_‘P2}}
{P17 P2}7{P17_'P2}
{P1}
{=P1, Pa},{=P1,~ P>}
{=P1}

{Pr} {=P1}
[l

Insgesamt:

M tges U
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Ein zweites Beispiel

Es soll gezeigt werden, dass
(A=B)—=(B—C)—=(A=0)

eine Tautologie ist.
Dazu werden wir zeigen, dass die Negation dieser Formel

-(A—=B)—((B—C)—(A— Q)

nicht erfiillbar ist.
Klauselnormalform:

M = {{_'Av B}v {_'Bv C}7 {A}7 {_'C}}
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Ein zweites Beispiel

Fortsetzung

M = {{_‘Av B}v {_‘B’ C}v {A}7 {_‘C}}

Ableitung der leeren Klausel aus M:

O 0 {-AB}
@ 0 {8¢C
G 0 {A
@ 0 {=C
(5) [L.3] {B}
(6) [2,5] {C}
(7) [4.6] O

o
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Korrektheit und Vollstindigkeit

Theorem

Fiir eine Menge M von Klauseln gilt

M unerfiillbar < M Fgro O.

Beweis: Korrektheit: Ubung
Beweis: Vollstandigkeit:
e Aus M HRro O beweisen wir die Erfiillbarkeit von M.
o Wir fixieren eine feste Reihenfolge der Atome, Py, ..., Py, ...

e Mit My bezeichnen wir die Menge aller Klauseln C, fiir die M gy C
gilt. Es gilt also M C My und O & M.

@ Wir werden eine Interpretation | angeben, so dass fiir alle C € My
val(C) = W gilt. Insbesondere ist dann M als erfiillbar nachgewiesen.

o Wir definieren | induktiv. O
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Notwendigkeit der Mengenschreibweise

Die Menge von Formeln
E={P1V —Py,=P1V Py,=P1V =Py, P1V Py}

ist sicherlich nicht erfiillbar.
Es gibt die folgenden Resolutionsmdoglichkeiten:

2PV Py, PLV P =PV Py, =PV P,

=PV =P, —P1V-P
-P1V Py, P1 VP =P,V =Py, =PV P
PV P, =PV =P

Auf diese Weise ist OJ nicht herleitbar.
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Beuspiel einer Beweisaufgabe

A (plhl — —p3h1)
(p2h1 — —|p3h1)
A (p1h2 — —Ip2h2)
A (plh2 — —p3h2)
AN )

(=plhl A —plh2)
I_ vV (—\p2h1 A —\p2h2)
V (—p3h1 A —p3h2)

p2h2 — —p3h2
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Klauselmenge
Voraussetzungen plus negierte Behauptung

{

{~plhl,—p2h1}, {-plhl,—p3hl},
{=p2h1,-p3h1}, {-plh2,-p2h2},
{=p1h2,-p3h2}, {—-p2h2,-p3h2},

{plhl,plh2},  {p2hl, p2h2},
{p3h1, p3h2}
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Maschineller Resolutionbeweis

1 [0 -pihl v -p2hi. 20 [9,6] p3hl v -p2h2.

2 [1 -pihl v -p3hi. 23 [10,4] -p3hl v -p2h2.
3 [1 -p2hl v -p3hl. 49 [23,20]-p2h2.

4 [] -pilh2 v -p2h2. 50 [23,14] -p3hil.

5 [1 -pih2 v -p3h2. 51 [49,15] -pihl.

6 [1 -p2h2 v -p3h2. 54 [50,9] p3h2.

7 [0 pihl v pilh2. 55 [51,12] -p3h2.

8 [] p2hl v p2h2. 56 [55,54]

9 [0 p3hl v p3h2.

10 [7,2] pih2 v -p3hl.
12 [7,5] plhl v -p3h2. -—--> UNIT CONFLICT .
14 [8,3] p2h2 v -p3hil.
15 [8,1] p2h2 v -pihi.
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1-Resolution

unit resolution

Die 1-Resolutionsregel ist ein Spezialfall der allgemeinen Resolutionsregel:

{P}, GU{=P} {=P}, GU{P}
C2 C2

Der 1-Resolutionskalkiil ist nicht vollstandig.
Die Klauselmenge

E= {{P17P2}?{P1’_'P2}’{_'P1’ P2}7{_'P17_'P2}}

ist nicht erfiillbar, aber mit 1-Resolution ist aus E nichts ableitbar, also
auch nicht 0.

o
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