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Disjunktive und Konjunktive Normalform

@ Ein Literal ist ein Atom oder ein negiertes Atom

@ Eine Formel ist in disjunktiver Normalform (DNF), wenn sie
Disjunktion von Konjunktionen von Literalen ist.

@ Eine Formel ist in konjunktiver Normalform (KNF), wenn sie
Konjunktion von Disjunktionen von Literalen ist.
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Fakten

@ Zu jeder aussagenlogischen Formel A gibt es eine logisch dquivalente
in disjunktiver Normalform und ebenso eine logisch dquivalente in
konjunktiver Normalform.
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Fakten

@ Zu jeder aussagenlogischen Formel A gibt es eine logisch dquivalente
in disjunktiver Normalform und ebenso eine logisch dquivalente in
konjunktiver Normalform.

@ Die Algorithmen zur Herstellung beider Normalformen ergeben sich
unmittelbar aus elementaren Tautologien.

@ Ist die Wahrheitstafel einer Formel gegeben, so lassen sich disjunktive
und konjunktive Normalform aus dieser , direkt"ablesen.

@ Disjunktive und konjunktive Normalform einer Formel sind nicht
eindeutig.

@ Es gibt effiziente Methoden zur Minimierung von DNF und KNF.

o
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Beispiel zur exponentielle Linge der KNF

Um zu priifen, ob
A, = (—|P171 Vv —|P172) FANAN (‘!Pn’;[ Vv —|Pn’2)

eine Tautologie ist,
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Beispiel zur exponentielle Linge der KNF

Um zu priifen, ob
A, = (—|P171 vV —|P172) VANPRAN (_‘Pn,l vV —|Pn,2)

eine Tautologie ist, wird die Unerfiillbarkeit von

-A, = (Pl,l A\ P172) V...V (Pn,l A Pn,2)

gepriift.
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Beispiel zur exponentielle Linge der KNF

Um zu priifen, ob
A, = (—|P171 V —|P172) A A (5 n1V —|Pn,2)

eine Tautologie ist, wird die Unerfiillbarkeit von

-A, = (Pl,l A\ P172) V...V (Pn,l A Pn,2)

gepriift. Die konjunktive Normalform von —A, ist:

/\{Pl,f(l) V...V Pn,f(n)|f :1,...,n— 1,2}
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Fortsetzung des Beispiels

Fir n = 3 ist das:

(P171 V P2,1 V P3’1) A (P171 V P271 V P3’2)/\
(P171 V P2’2 V P371) A (P171 \Y P272 V P3,2)/\
(P172 V P2,1 V P3’1) A (P1’2 V P271 V P372)/\
(PLQ V P2,2 V P371) A (P1’2 V P2’1 V P372)/\

In =A, treten 2 * n Literale auf, in der KNF n % 2.

o
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Konstruktion der kurzen KNF

Allgemeines Beispiel

Eingabe: -A, = —|((ﬂP171 A ﬂP172) V...V (ﬂ n1 /A ﬂP,-,vz)) J

1.Schritt (Einfiihrung neuer Atome):

Q1 — P A-Pio
Qi — =Pi1 AN=Pip

Qn A _‘Pn,l A _‘Pn,2
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Konstruktion der kurzen KNF

Allgemeines Beispiel

Eingabe: ~A, = =((-=P1,1 A=P12) V...V (2Pnr1 A —Pr2)) J

1.Schritt (Einfiihrung neuer Atome):

Q1 — P A-Pio

Qi — —Pi1A-Pio
Qn A _"Dn,l A _‘Pn,2
Qri1 = @V

— Qpy1V Q3

Qn+2

Qon—1 = Qen—2V Q@
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Konstruktion der kurzen KNF

Allgemeines Beispiel

Eingabe: ~A, = =((-=P1,1 A=P12) V...V (2Pnr1 A —Pr2)) J

1.Schritt (Einfiihrung neuer Atome):

Q1 — P A-Pio

Qi = 2Pi1A-Pis

Qn A _"Dn,l A _‘Pn,2

Qri1 = @V

Qniz < Qny1V Q3

Q2n—1 A Q2n—2 V Qn

_‘An g _‘Q2n—1 O
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2.Schritt (Auflosung der Aquivalenzen)

aus wird

=Qi V (=Pi1 A=Pj>)
Qi = ~Pi1 NP> A
QiVPi1VP>
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2.Schritt (Auflosung der Aquivalenzen)

aus wird

=Qi V (=Pi1 A=Pj>)
Qi = ~Pi1 NP> A
QiVPi1VP>
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2.Schritt (Auflosung der Aquivalenzen)

aus

Qi < ~Pi1 A=Pj>

Qny1 = 1V Q

wird

—Qi V (=Pi1 A=Pj»)
A\
QiVPi1VP>

'_;("?n—l—l V@1V @
A
Qn+1V(Q1V @)
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2.Schritt (Auflosung der Aquivalenzen)

aus

Qi < ~Pi1 A=Pj>

Qny1 = 1V Q

Q2n-1 < Qn—2V Qp
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wird

—Qi V (=Pi1 A=Pj»)
A\
QiVPi1VP>

“Qn+1V Q1V Q2
A
Qn+1V(Q1V @)

“Qn-1V Q2 V Qn

A
Q2n—1V ~(Q2n—2 V Qn)
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2.Schritt (Auflosung der Aquivalenzen)

aus

Qi = ~Pi1 NP>

Qny1 = 1V Q

Q2n-1 < Qn—2V Qp

-A,

wird

—Qi V (=Pi1 A=Pj»)
A\
QiVP1VP>

“Qnyr1V @1V Q2
A

Qn+1V(Q1V @)

;;é2n—1 V Qan—2 V Qp
A
Q2n—1V ~(Q2n—2 V Qn)

“Qon-1
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3.Schritt (konjunktive Normalform):

aus wird

Qi V (=PiiA=Pi2) | (mQiV-Pi1) AN(—Qi vV —Pi1)
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3.Schritt (konjunktive Normalform):

aus wird

—QiV (=PiiA=Pi2) | (mQiV-Pi1) AN(—Qi vV —Pj1)
QiVPi1VP> QiVPi1VP->
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3.Schritt (konjunktive Normalform):

aus wird

—QiV (=PiiA=Pi2) | (mQiV-Pi1) AN(—Qi vV —Pj1)

QiVP1VP> QiVP1VP>
“Qnt1V Q1 V Q “Qnt1 VALV Q
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3.Schritt (konjunktive Normalform):

aus wird

—QiV (=PiiA=Pi2) | (mQiV-Pi1) AN(—Qi vV —Pj1)
QiVPi1VP> QiVPi1VP->

;“('?n—l-l V@RV Q '_;'Qn—i—l VRV Q
Qn+1V(Q1V Q) (Qn+1V Q1) A (Qny1 V Q)
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3.Schritt (konjunktive Normalform):

aus wird

—QiV (=PiiA=Pi2) | (mQiV-Pi1) AN(—Qi vV —Pj1)
QiVPi1VP> QiVPi1VP->
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3.Schritt (konjunktive Normalform):

aus wird

—QiV (=PiiA=Pi2) | (mQiV-Pi1) AN(—Qi vV —Pj1)
QiVPi1VP> QiVPi1VP->

;“('?n—l-l V@RV Q '_;'Qn—i—l VRV Q
Qn+1V(Q1V Q) (Qn+1V Q1) A (Qny1 V Q)

;‘.C.QZn—l V Q2n—2V Qp ‘_;C.?2n—1 V Q2n—2V Qp
Q2n—1V (Q2n—2 V Qn) | (Q2n—1V " Q2n—2) A (Q2n—1V Qp)
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3.Schritt (konjunktive Normalform):

aus wird

—QiV (=PiiA=Pi2) | (mQiV-Pi1) AN(—Qi vV —Pj1)
QiVPi1VP> QiVPi1VP->

;“('?n—l-l V@RV Q '_;'Qn—i—l VRV Q
Qn+1V(Q1V Q) (Qn+1V Q1) A (Qny1 V Q)

;‘.C.QZn—l V@Qn2VQr |Qn-1V Qn2V Qp
Q2n-1V (Q2n—2V Qn) | (Q2n—1V ~Q2n—2) A (Q2n—1V Qn)
—A, —Qon-1
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Konstruktion der kurzen KNF

Konkretes Beispiel

Eingabe:A3z = (—|P1’1 Vv —|P1’2) A\ (—\P2,1 V —\P2,2) AN (—|P371 V —|P372)
Berechne KNF fiir —A3
1.Schritt:

Q1 < =P11V P
Q2 = P11V Pos
Q3 < P31V =P3)
Qs = Q1 A Q

Qs — Qs N\ Q3

—Qs

o
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Konstruktion der kurzen KNF

Konkretes Beispiel
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Konstruktion der kurzen KNF

Konkretes Beispiel
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Konstruktion der kurzen KNF

Konkretes Beispiel

Eingabe:A3z = (—|P1’1 vV —|P1’2) A (—\P2,1 V —\P2,2) A (—|P371 V —|P372)
Berechne KNF fiir —A3

1.Schritt: 2.Schritt:

Q1< =P11 V=P @1V P11V oPro
Q2 = P21V =Pop Q1V (P11 A P12)
Q3 < =P31V P32 Q2 VP11 VP
Qs = Q1N Q Q2 V (P21 A P2)
Qs — Qs N\ Q3

—Qs
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Konstruktion der kurzen KNF

Konkretes Beispiel

Eingabe:A3z = (—|P1’1 vV —|P1’2) A (—\P2,1 V —\P2,2) A (—|P371 V —|P372)
Berechne KNF fiir —A3

1.Schritt: 2.Schritt:

Q1< =P11 V=P @1V P11V oPro
Q2 = P21V =Pop Q1V (P11 A P12)
Q3 < =P31V P32 Q2 VP11 VP
Qs = Q1N Q Q2 V (P21 A P2)
Qs = QuNQ3 Q3 VP31V -P3>
—Qs

Pror. P.H. ScamiTT FORMALE SYSTEME WINTER 2007/2008

9 /11



Konstruktion der kurzen KNF

Konkretes Beispiel

Eingabe:A3z = (—|P1’1 vV —|P1’2) A (—\P2,1 V —\P2,2) A (—|P371 V —|P372)
Berechne KNF fiir —A3

1.Schritt: 2.Schritt:

Q1 < =P11V P @1V P11V -aPro
Q2 = P11V Pos Q1 V (Pi1AP1L2)
Q3 < =P31V P3> Q2 VP11V Poo
Qs = Q1N Q Q2 V (P21 A P2)
Qs = QuNQ3 Q3 VP31V -P3>
-Qs Q3 V(P31 A P32)
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Konstruktion der kurzen KNF

Konkretes Beispiel
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Konstruktion der kurzen KNF
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Konstruktion der kurzen KNF

Konkretes Beispiel
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Konstruktion der kurzen KNF

Konkretes Beispiel
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2.Schritt:
“@Q1V-P11V-Pio
@V (P11 A P12)
“QV P11 VP
@V (P21 A Pa2)
—Q3V P31V -P3p
Q3 V (P31 A P3p2)
Qs V (Q1 A @)

Qs V QLY @2
Q5 V (Qa N @)

Qs V-QsV Q3
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Konstruktion der kurzen KNF

Konkretes Beispiel
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Konstruktion der kurzen KNF (Forts.)

2.Schritt:

@1V -P11V-Prio
Q1 V (PiiAP1Lp)
@2V P11V -Poo
Q2 V (P21 A P2p)
@3V P31V -P3>
Q3 V(P31 A P3p)
Qs V (Q1 A Q)

Qs V2QLV @
Qs V (Qs N Q3)

Qs V Qs V Q3
-Qs
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Konstruktion der kurzen KNF (Forts.)
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3.Schritt:
@1V -P1V-Prio
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Konstruktion der kurzen KNF (Forts.)

2.Schritt: 3.Schritt:
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Qs V Qs V Q3
-Qs
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Konstruktion der kurzen KNF (Forts.)
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3.Schritt:

@1V -P1V-Prio
(Q1V PLI)A(QLV P12)
@2V P11V —Poo
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Konstruktion der kurzen KNF (Forts.)
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3.Schritt:

@1V -P1V-Prio
(Q1V PLI)A(QLV P12)
@2V P11V —Poo
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Satz

Theorem

Zu jeder aussagenlogischen Formel A mit n Literalvorkommen gibt es eine
konjunktive Normalform Ayxnf, So dass

o
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