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Vorwort

Formale Methoden und die zu ihrer Umsetzung notwendigen formalen Syste-
me spielen in der Informatik von Anfang an eine wichtige Rolle. Umfang und
Komplexitit der einzelnen Computeranwendungen sind in den letzten Jahren
enorm angewachsen, was die Kontrolle ihrer Korrektheit immer schwieriger
macht. Neben den traditionellen Methoden zur Qualitétssicherung einschlie3-
lich extensiver Testlaufe wird der Wunsch immer stéirker, eine formale Veri-
fikation der logischen Korrektheit durchfithren zu kénnen. Die Fortschritte
in der Entwicklung formaler Beweismethoden und die Verfiigharkeit immer
schnellerer Rechner hat diesen Wunsch der Verwirklichung ein Stiick néher
gebracht. Untrennbar verbunden mit dem operationalen Verhalten ist die
Spezifikation und Analyse komplexer Systeme mittels deklarativer formaler
Sprachen.

Die Fiille der in der Informatik benutzten formalen Systeme ist schier un-
{ibersehbar. Wir machen keinen Versuch einen Uberblick oder auch nur den
Ansatz zu einer umfassenden Definition zu geben. Statt dessen betrachten
wir ausfiihrlich einen Kernbereich fiir das Arbeiten mit formalen Systemen:
Logik, mit Betonung ihrer Funktion in der Informatik.

Wir befassen uns in Kapitel 1 zunéchst mit der Aussagenlogik, insbeson-
dere, weil die Grundidee fiir Vollstdndigkeitsbeweise hier in einer besonders
einfachen Form bereits realisiert ist. Einen wesentlich stérker algorithmisch
geprigten Bereich betritt man im speziellen Fall der Gleichungslogik: ndm-
lich das Gebiet der Termerzeugungssysteme, das die zentrale Methodik fiir
symbolisches Rechnen und fiir abstrakte Datentypen liefert.

Das Ziel dieser Vorlesung ist dabei die exemplarische Vermittlung zentra-
ler Ideen. Das geschieht dann griindlich, wobei nicht nur die giiltigen Aus-
sagen, wie Korrektheits- und Vollstdndigkeitssidtze, genannt sondern auch
vollstéandige Beweise gegeben werden. Im Vordergrund stehen dabei die Fra-
gestellungen:

1. wie bekommen Zeichen eine Bedeutung ?



2. was ist ein Beweis 7

Die erste Frage findet ihre Anwort in der Beschreibung des Zusammenhangs
zwischen Syntax und Semantik der Pradikatenlogik, die zweite in der Angabe
formaler Beweiskalkiile, die der Strenge der Begriftbildungen der mathemati-
schen Logik standhalten. Der Autor ist der Auffassung, dafl ein Student der
Informatik, wenigstens einmal wiahrend seines Studiums, auch die technischen
Details in einem solchen Vorgehen kennenlernen sollte. Auch das geschieht
wieder exemplarisch an einigen Stellen. Danach kehrt die Darstellung wie-
der auf eine etwas informellere Ebene zuriick. Damit nicht durch zuféllige
Eigenheiten eines Beispiels ein falscher Eindruck entsteht, werden mehrere
Logikkalkiile vorgestellt.

Eine umfangreiche Sammlung von Ubungsaufgaben, teilweise mit Losungen,
bietet dem Leser die Gelegenheit, neben der passiven Rezeption des Materi-
als sich auch aktiv mit ihm auseinanderzusetzen.

Anwendungsmoglichkeiten werden an nicht trivialen Beispielen aufgezeigt.
Realistische Anwendungsszenarien erwiesen sich dagegen als zu umfangreich.
Notwendigerweise gibt es Themen, die in diesem Skript nicht behandelt wer-
den konnten. So werden Logiken hoherer Stufe und nichtklassische Logiken
nur sehr knapp behandelt, und der Lambda-Kalkiil kommt iiberhaupt nicht
Vor.
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Kapitel 1

Vorausetzungen

Der Stoff des Vorstudiums im Bereich der Theoretischen Informatik sollte
bekannt sein. Insbesondere wird unterstellt:

1. eine gewisse elementare Vertrautheit mit Aussagenlogik (Schaltalgebra)

2. gute Vertrautheit mit den Grundbegriffen der Theorie der Berechen-
barkeit (aus ,Informatik IT1“).

3. insbesondere setzen wir voraus, dafl dem Leser die Unterscheidung von
Objektsprache und Metasprache geldufig ist. Das sollte uns erlauben bei
der Unterscheidung der beiden Sprachebenen nicht gar so engherzig zu
sein.

Wir stellen einige der im folgenden haufig benutzten Definitionen noch einmal
zusammen.

Definition 1.1 (Eigenschaften von Relationen)
Sei R eine zweistellige Relation auf einer Menge D. R ist:

reflexiv Fiir alle d € D gilt R(d, d)
irreflexiv Fiir alle d € D gilt nicht R(d, d)
transitiv Fiir dl, dQ, dg € D mit R(dl, dg) und R(dg, dg), gllt auch R(dl, dg)

symmetrisch Fiir alle a,b € D mitR(a,b) gilt auch R(b,a).
antisymmetrisch Fiir alle dy,ds € D R(dy,dy) und R(ds,dy) gilt di = ds.

asymmetrisch Fiir alle dy, dy € D kann nicht R(dy, ds) und R(ds, d) gleich-
zeitig gelten.



funktional Aus R(a,b;) und R(a, bs) folgt by = bs.

Insbesondere ist die leere Relation Ry funktional.

Ordnung R ist reflexiv, transitiv und antisymmetrisch.
Fiir Ordnungsrelationen wird haufig die Notation a < b benutzt anstelle

von R(a,b).

strikte Ordnung R ist transitiv, asymmetrisch.
Strikte Ordnungsrelationen werden héufig mit a < b notiert anstelle

von R(a,b).
Quasiordnung R ist reflexiv und transitiv.

totale Ordnung R ist eine Ordnungsrelation und zusétzlich gilt fiir alle
dy,dy € D mit dy # dy entweder R(dy,dy) oder R(ds, dy).
Totale Ordnungen werden auch lineare Ordnungen genannt.

Aquivalenzrelation R ist reflexiv, transitiv und symmetrisch.

Wenn wir Ordnung oder strikte Ordnung sagen, meinen wir eine nicht not-
wendig lineare Ordnung. Wenn wir diese Tatsache betonen wollen, fiigen wir
das Attribut partiell hinzu, reden also von einer partiellen Ordnung oder
einer strikten partiellen Ordnung.

Lemma 1.2
1. Sei (D, <) eine Ordnung. Wir definieren fiir a,b € D:

a<bgdwa=<bunda#b

Dann ist (D, <) eine strikte Ordnung.

2. Sei (D, <) eine strikte Ordnung. Wir definieren fiir a,b € D:
a=bgdwa<bodera=>
Dann ist (D, =) eine Ordnung.
Beweis: Einfach.

Beispiel 1.3
Die folgenden Strukturen sind Beispiel fiir strikte, totale Ordnungen:

1. (N, <), die natiirlichen Zahlen mit der iiblichen strikten Ordnung

Es gibt ein kleinstes Element, jedes Element hat einen néchsten Nach-
folger und es gibt kein groites Element.

2



2. ({0,...,n}, <), die natiirlichen Zahlen von 0 bis einschliefilich n mit
der iiblichen strikten Ordnung
Es gibt ein kleinstes Element, es gibt ein grofites Element und jedes
Element aufler dem grofiten hat einen néchsten Nachfolger.

3. (Z,<), die ganzen Zahlen mit der iiblichen strikten Ordnung
Es gibt kein kleinstes Element, es gibt kein gréfites Element und jedes
Element hat einen néchsten Nachfolger und Vorgénger.

4. (Q, <), die rationalen Zahlen mit der iiblichen strikten Ordnung
Es gibt kein kleinstes Element, es gibt kein grofites Element und zwi-
schen je zwei Elementen liegt ein drittes Element.

5. (N x N, <jez), wobei
(a1,b1) <iex (ag,b9) gdw a; < ag oder a; = as und by < bs.
Es gibt ein kleinstes Element, es gibt kein grofites Element, jedes Ele-
ment hat einen néchsten Nachfolger und alle Elemente ausser {(n,0) |
n € N} haben einen unmittelbaren Vorgéanger. Im Unterschied zu 3
gibt es jedoch ein Element x (in der Tat sehr viele), so dafl unendliche
viele Elemente kleiner als x sind.

Beispiel 1.4
Die folgende Struktur ist ein Beispiel fiir eine strikte, partielle Ordnungen,
die nicht total ist.

(N XN, <comp)

wobei (a1, b1) <comp (a2,b2) gdw a; < ag und by < bs.

Definition 1.5 (Transitive Hiille)

Sei R eine beliebige bindre Relation mit Definitionsbereich D.

Die transitive Hiille von R ist die kleinste Relation Rt auf D mit den
Eigenschaften:

1. RC R,

2. RT ist eine transitive Relation.

Entsprechend stehen R* und R? fiir die kleinste, R umfassende transitive,
reflexive und fiir die transitive, reflexive und symmetrische Relation.

Lemma 1.6
Zu jeder Relation R gibt stets eine

1. transitive Hiille



2. transitive, reflexive Hiille

3. transitive, reflexive, symmetrische Hiille

Beweis Wir betrachten die erste Behauptung.

Sei R eine binédre Relation mit Definitionsbereich D.

Sei R ={R' | RC R C D x D und R ist transitive }. Die Menge R von
Relationen ist nicht leer, da auf jeden Fall D x D in ihr liegt. Man sieht leicht,
daB R™ = (R gilt. Der Nachweis fiir die beiden restlichen Behauptungen
erfolgt mit den offensichtlichen Variationen.

Lemma 1.7
Sei R eine Relation mit Definitionsbereich D.
Die Relation S sei definiert durch

es gibt n € Nund dy,...,d, € D mit
aSb< d; =aund d,, = b und
d;Rd;q gilt fiir alle 1 <17 <n

Dann ist S die transitive Hiille von R.

Beweis Einfach.

Lemma 1.8
Jede Ordnungsrelation (D, <) kann zu einer totalen Ordnung (D. <;) erwei-
tert werden.

Beweis Wenn (D, <) noch keine totale Ordnung ist, dann gibt es a,b € D
mit ¢ £ b und b £ a . Wir definieren

r<iy< (z<yoder (r <aundb<y)

Wir zeigeb, daf (D, <;) wieder eine Ordnungsrelation, also reflexiv, transitiv
und antisymmetrisch, ist.

Reflexivitdt Nach Definition ist <; eine Erweiterung von <, aus d; < dy
folgt also d; <; ds. Aus der Reflexivitidt von < folgt somit die Reflexivitat
von <j.



Transitivitit Gelte d; <; dy und dy <y d3 . Wir wollen d; <; d3 zeigen.
Dazu unterscheiden wir die folgenden vier Félle:

1. d1§d2 undd2§d3
2. di <dsund dy < aund b <ds
3. di <aund b<dyund dy < ds

4. dy <aund b<dyund dy <aund b < dj

(1)  Aus der Transitivitdt von < folgt d; < d3 und damit auch d; <; ds.
(2) Aus der Transitivitdt von < folgt d; < @ und b < d3 und damit nach
Definition von <; auch d; < ds.

(3) Aus der Transitivitat von < folgt b < d3 und und damit nach Definition
von <; wieder d; < ds.

(4)  Aus der Transitivitdt von < folgt b < a im Widerspruch zur Wahl von
a und b.

Antisymmetrie Gelte d; <; dy und dy <; d; . Wir wollen d; = dy zeigen.
Wir unterscheiden die folgenden Félle.

1. d1§d2 undd2§d1
2.di <dyund dy < aund b < d;
3. di<aund b<dyund dy < d;

4. diy <aund b<dyund dy <aund b <d;

(1)  Aus der Antisymmetrie von < folgt unmittelbar d; = ds.

(2)  Aus der Transitivitidt von < folgt zunéchst d; < a und dann b < a im
Widerspruch zur Wahl von a und b.

(3) Aus der Transitivitdt von < folgt zunéchst b < d; und dann b < a im
Widerspruch zur Wahl von a und b.

(4) Aus der Transitivitidt von < folgt wieder der Widerspruch b < a.

Ist D eine endliche Menge, dann fiihrt die Wiederholung dieser Operation
nach endlich vielen Schritten zu einer totale Ordnung.

Fiir unendliches D benétigt man Hilfsmittel aus der Mengenlehre, wie z.B.
das Zornsche Lemma oder transfinite Induktion. Im letzten Fall beginnt
man mit (D, <°) = (D, <). Falls (D, <%) noch nicht total ist setzt man

bt



(D, <t = (D, (<9%);) und fiir Limesordinalzahlen \ setzt man (D, <*) =
Uaan(D, <%).

Das néchste Lemma beschreibt eine Standardmethode um von einer Quasi-
ordnung zu einer Ordnung zu kommen, allerdings nicht auf derselben Grund-
menge.

Lemma 1.9
Sei eine Quasiordnung (D, <) gegeben.

1. Dann wird durch
a~bgdwa=<bund b=<a

eine Aquivalenzrelation auf D definiert.

2. Bezeichne [a]. = {b € D : a ~ b} die Aquivalenzklasse eines Elements
a. Setze D, = {[a]~ : a € D} und [a]. = [b]~ gdw a =< b, dann ist
(D, =) wohldefiniert und eine Ordnungsrelation.

Beweis: Einfach.

Definition 1.10 (Kongruenzrelation)

Sei R eine zweistellige Relation auf dem Definitionsbereich D und seien
hi, ..., hy Funktionen auf D. Dabei sei h; eine n;-stellige Funktion. R heifit
eine Kongruenzrelation auf (D, hy, ..., h;) wenn:

1. R eine Aquivalenzrelation ist und

2. fiir jedes Funktion h; und jede Wahl von zweimal n; Elementen a4, . .. a,
by,...by, aus D gilt
aus ai Rb; ... a,, Rb,, folgt h(ay,...a,,)Rh(by,...by,).

i)

Aus dieser Definition folgt insbesondere fiir 0-stellige Funktionen h, d.h. fiir
Konstanten, stets hRh.

Definition 1.11 (Homomorphismus)
Es seien A; = (A1, 1) und Ay = (Ag, I1) Interpretationen iiber ¥. Ein Ho-
momorphismus von A; nach A, ist eine Abbildung

QOIA1—>A2,

so daB fiir alle n € IN, f € Fy mit ax(f) = n, p € Py mit ax(p) = n und
dl,...,dnEDgﬂtI



Lo (f)(dy;-- - dn)) = (I2(f)) (¢
im Falle n = 0 also: p(1;(f))

2. (dy, ... dn) € I(p) & (p(da), ..., 0(dn)) € I2(p)
im Falle n = 0: I(p) = I'(p).

[

Ein Isomorphismus ist ein bijektiver Homomorphismus.

Ay = (Ay, ) und Ay = (As, I5) heiflen isomorph, geschrieben A; = A, wenn
es einen Isomorphismus von A; auf A, gibt.
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Abbildung 2.1: Eine Sudoku Probem

Der folgende Text geht davon aus, dal der Leser schon eine gewisse Ver-
trautheit mit der Aussagenlogik mitbringt. Zwar werden die einschlagigen
Definitionen noch einmal wiederholt, aber nur in knappster Form.

2.1 Einleitendes Beispiel

2.1.1 Sudoku

Sudoku Probleme, ein aus Japan stammende Art von Denksportaufgaben,
sind in letzter Zeit sehr populér geworden. Abb. 2.1 zeigt ein typisches, ein-
faches Sudoku Problem. Die Aufgabenstellung besteht darin, das vorgegebene
Diagramm so zu vervollstiandigen, daf3

1. in jeder Zeile jede Ziffer zwischen 1 und 9 mindestens einmal vorkommt,

2. in jeder Spalte jede Ziffer zwischen 1 und 9 mindestens einmal vor-
kommt,

3. in jeder der neun Teilregionen jede Ziffer zwischen 1 und 9 mindestens
einmal vorkommt.

Da in jeder Zelle hochstens eine Ziffer stehen kann, folgt, dal in jeder der
oben beschriebenen Situationen jede Ziffer sogar genau einmal vorkommt.
Eine Losung des Sudokus aus Abb. 2.1 ist in Abb. 2.2 abgebildet. uns in-
tersiert hier die Formulierung von Sudoku Problemen als aussagenlogische



5/3/4|6|7/8]9 1|2
6/7/2|1]9/5|3]4ls
1/9l8|3]al2]|5/6]7
8597 6/1[4/2]3
4216|8537/ 9]1
711139/ 2] 4|l8]|5]6
olel1]s][3]7[2]8]4
2/8/7|4]1]9|6]3]5
3/ 4/5|2/8]6|1]7]9

Abbildung 2.2: Die Losung des Problems aus Abb. 2.1

Erfiillbarkeitsprobeme. Wir fiihren fiir jede Zellenposition (i, j) des Sudoku
und jede Zahl k zwischen 1 und 9 eine Boolesche Variable

k
Dy ;

ein, mit der Vorstellung, dafl Déf ; den Wert wahr hat, wenn auf dem Feld (4,7)
die Zahl k steht. Die linke untere Zelle soll dabei die Koordinaten (1, 1) haben.
So ist z.B. Dj, wahr, wenn in der rechten unteren Ecke die Zahl 9 steht.
Die Sudoku Regeln lassen sich mit diesem Vokabular als aussagenlogische
Formeln schreiben. Wir betrachten dazu einige Beispiele.

DigV D3V D3V DigV D3V DsoV DygV DygV Dy

sagt, daf} die Ziffer 1 mindestens einmal in der ersten Zeile vorkommen mu#.
Diy VD,V DigV DV DigVDigV DV DigV Dy

sagt, dafl die Ziffer 1 mindestens einmal in der ersten Spalte vorkommen mu#.
Diy VDV DigV Dy VDypVDyyVDyy VD3,V Dy

sagt, dafl die Ziffer 1 mindestens einmal in der Region links unten vorkommen
muf.

Die bisherigen Formeln geniigen jedoch noch nicht, um das Problem korrekt
zu beschreiben. Man mufl noch ausdriicken, dafl in jeder Zelle hochstens eine
Ziffer stehen kann. die Konjunktion der folgenden Formel stellt das fiir die
Zelle (1,1) sicher:
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_'(Dil /\D%1)a _'(Dll /\Di1)a _'(Dll /\D )a _‘(D11 /\D )> _'(Dil AND )
_'(Di,l /\DI1)a _'(Dil /\Di1)a _'(Dil /\D )a _‘(D§1 /\D )> _‘(D§,1 ND )
_‘<D1,1/\D?1)7 _‘<D11/\D?,1) _‘<D11/\D )7 _‘(D11/\D )7 _‘(D1,1/\D )
_‘<Di1)’,1 A D%1)a _‘<D1 1 A D§,1)a ( 411 A D56,1)7 _‘<D4£1)’1 A DI,1)7 .

_‘<D1,1 /\Dl 1)7 _‘<D11 /\D1,1)a _‘<D11 /\Dl 1)7 _‘<D11 /\D )7 _‘<D11 /\D )
_'(Dl,l /\Dl 1), _'(Dl 1 /\D?J)a _‘( 1 1 /\D )a _‘( 1 1 /\DI,I)a _‘(Dl,l /\Dl 1)
_‘(D1 1 /\D1 1), _‘(D1 1 /\Dgg)a _‘( 1,1 /\D )a _‘( 1,1 /\D?J)a _‘(D1,1 /\Dl 1)

1)

Kompakter konner wir diese Formelmenge beschreiben durch
s t
_'(Di,j N Dz‘,j)

fir alle 1 <4,7,s,t <9 mit s < t.
Auf diese Weise ergeben sich 81 % 36 = 2916 Formeln.

Auch die Sudoku Regeln selbst lassen sich in dieser kompakten Weise be-
schreiben:

Fiir Zeilen:

Dy, v D5, v D5 v D vD: v Dg v DE Vv DE VD
fir alle 1 < k,5 <9.
Fiir Spalten:

Df vV Dy V DEy v DE, v DEg v DV DE,V DEg v DEg
fir alle 1 < k,7 <9.

Fiir Regionen:

k k
D1+3*z 1+3%j Vv D2+3*z 1+3%j \ D3+3*z 1435 \% D1+3*z ,2+43%] \ D2+3*i,2+3*j
\/D3+3*z ,243%] \% D1+3*z ,3+3%] \ D2+3*z ,3+3%g \% D3+3*z ,3+3%g

fir1<k<9und 0<4,5 <2.
Ingesamt braucht man 2916 + 3 * 81 = 3159 Formeln.

11



2.1.2 Das Acht-Damen-Problem

Wir betrachten als einfiihrendes Beispiel ein bekanntes kombinatorisches Pro-
blem. Bei dem sogenannten §-Damen-Problem geht es darum acht Damen so
auf einem Schachbrett (mit den iiblichen 64 Feldern) zu plazieren, daf§ sie
sich gegenseitig nicht bedrohen.

. /£/ A% )
/ w=
/, //

/ / /%/
//// /%/
/ ___

b c d e f g h

»—nl\)w-l;mox\loo

Abbildung 2.3: Die Dame im Schachspiel

Nach den Schachregeln bedroht die Dame alle Felder die sie horizontal, ver-
tikal und diagonal in beide Richtungen erreichen kann, siche Abb. 2.3. Man
sieht, dafl die Dame in der in der Abbildung gezeigten Position schon 24
Felder (einschlieBlich des von ihr besetzten Feldes) beherrscht. Eine der ins-
gesamt 92 (12 wenn man symmetrische Losungen nur einmal z&hlt) moglichen
Losungen des 8-Damen-Problems ist in Abb. 2.4 zu sehen.

Uns interessiert hier ein ausagenlogischer Losungsansatz. Dazu fithren wir
fiir jedes Feld des Schachbretts eine Boolesche Variable D; ; ein, mit der Vor-
stellung, daB8 D, ; den Wert wahr hat, wenn auf dem Feld (i, j) eine Dame
steht, sonst hat D;; den Wert falsch. Wir benutzen hier zur Notation von
Positionen auf dem Schachbrett nicht die in der Schachliteratur {ibliche Bezei-
chung durch Buchstaben und Ziffern, sondern benutzen (diskrete) kartesische
Koordinaten. Die Dame in Abb. 2.3 steht in dieser Notation auf dem Feld
(5,7). Als néchstes beschreiben wir die durch die Problemstellung geforder-
ten Einschrdnkungen. Steht z.B. auf dem Feld (1, 1) eine Dame, dann kann
auf den Feldern der ersten Spalte (1,2), (1,3),(1,4),(1,5),(1,6), (1,7), (1,8),
der ersten Reihe (2,1), (3,1), (4,1),(5,1),(6,1),(7,1),(8,1) und der Diagona-
len (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6), (7,7), (8,8) keine weitere Dame stehen.

Aussagenlogisch formuliert heifit das, daf§ die drei folgenden Formeln den

12



////
// _
///

7
////////

///
) //
///\g/

c d e f g h

HNUJAMO\\]OO

Abbildung 2.4: Eine Losung des 8-Damenproblems

Wahrheitswert wahr erhalten sollen:

D1 — =Dig AN=DigAN=DigN=DisN—DigA\N=Dy7A\—-Dqg
Dyy — 2Dyy AN=2Dsy AN—=Dyy A—=Dsy A —=Dgy AN—D7y A—Dgy
Dy — =Dy AN=D33 AN=Dys N —Ds5 N —Dgg AN —D77 N\ —Dgg

Fiir D57 ergeben sich, jetzt gleich in aussagenlogischer Notation geschrieben,
die folgenden Einschréankungen:

Ds7— =Dsg AN =Dse AN=Ds5 AN=Dsa AN —Dsz AN=Dso A —=Dsq
Ds7— =Dy7 N=Ds7 AN=Dy7 AN=Dy7 AN =Dg7z AN—=D77 AN=Dgr
D57 — =Dgg N —Dyg AN—D3s AN—Dyg A =D 3

D57 — =Dyg N —=Dgg AN —=D75 N —Dgy

Fiir jedes Feld (7, 7) sei FE;; die Konjunktion der Formeln, welche, wie in
den beiden betrachteten Beispielen (i,j) = (1,1) und (i,5) = (5,7), die
Problemeinschréankungen fiir dieses Feld beschreiben. Wir miissen noch die
Forderung ausdriicken, daf fiir genau acht Positionen (i,j) die Boolesche
Variable D;; wahr sein soll. Das erreichen wir, indem wir fiir jedes k, 1 <
k < 8 verlangen daf§ die Formeln Ry wahr sein soll:

D1V Dy VD3NV Dy NV Dsy NV DegyV Dy V Dgy

Ein Losung des 8-Damen-Problems besteht nun darin eine Belegung aller 64
Booleschen Variablen D; ; zu finden, so dafl alle Formeln F'F; ; und Rj, wahr
werden. In aussagenlogischer Terminologie nennt man diese Aufgabenstellung
ein Erfillbarkeitsproblem. Wir werden im folgenden Methoden zur Losung
solcher Probleme kennen lernen.
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2.2 Syntax der Aussagenlogik

Die Zeichen, aus denen aussagenlogische Formeln aufgebaut werden, lassen
sich in zwei Kategorien unterteilen: in logische Zeichen und in einen Signatur
genannten Teil.

Definition 2.1 (Logische Zeichen)

1 Symbol fiir den Wahrheitswert ,, wahr*

0 Symbol fiir den Wahrheitswert ,,falsch®

— Negationssymbol (,,nicht*)

A Konjunktionssymbol (,,und*)

V Disjunktionssymbol (,,oder*)

— Implikationssymbol (,wenn ... dann®, ,impliziert“)

< Symbol fiir beiderseitige Implikation (,genau dann, wenn“)

(,) die beiden Klammern

Definition 2.2 (Signatur)
Eine (aussagenlogische) Signatur ist eine abzéhlbare Menge ¥ von Symbolen,
etwa X = {Fy, P,...}.

Genau genommen gibt es nicht die Aussagenlogik, sondern eine Familie von
Aussagenlogiken. Erst durch die Festlegung einer Signatur entsteht eine be-
stimmte aussagenlogische Sprache.

Das im folgenden in Bezeichnungen verwendete Suffix ,,0“ zeigt an, dafl wir
uns in der Aussagenlogik befinden.

Definition 2.3 (Aussagenlogische Formeln, For0)
Zur Signatur X ist ForOy, die Menge der Formeln tiber ¥ (oder der Aussagen
tiber ¥) induktiv definiert durch

1. 1,0 € For0Og, X C For0Ox,

2. Mit A, B sind auch
-A,(AANB),(AV B),(A— B),(A <+ B)

Elemente von ForOs

14



Wir nennen die logischen Zeichen mit Ausnahme der Klammern auch die
logischen Operatoren, unter ihnen 1, 0 die logischen Konstanten aufgefasst
als O-stellige logische Operatoren. Die Elemente von ¥ heiflen auch atomare
Aussagen, Atome, Aussagevariablen oder aussagenlogische Variable.

Wenn klar ist, um welches ¥ es sich handelt, schreiben wir oft einfach For0
statt FlorOs.

2.2.1 Strukturelle Induktion

Ein wichtiges Prinzip um Sétze in der Aussagenlogik zu beweisen ist die

Lemma 2.4 (Strukturelle Induktion)
Gilt fiir eine Eigenschaft Fig

1. 1, 0 und jedes Atom p € ¥ haben die Eigenschaft Fig
2. Fiir beliebige A, B € ForOyx:

e Hat A die Eigenschaft Fig, dann auch —A.

e Haben A, B die Eigenschaft Fig, dann auch (A A B), (AV B),
(A— B), (A< B).

dann gilt Fig fir alle A € For0Os.

Man nennt die strukturelle Induktion auch Induktion nach dem Aufbau der
Formeln.

Eine Variante des Beweisprinzips der strukturellen Induktion ist die Defini-
tion einer Funktion ¢ auf ForOyx durch strukturelle Induktion durchfiihren:

Lemma 2.5
Ist eine Funktion f

1. eindeutig definiert auf 1, 0 und den Atomen.
2. sind f(=A), f((AAB)), f((AVb)), f((A— B)), f((A <> B)) eindeutig
)

definiert unter der Annahme, es seien f(A), f(B) schon definiert

dann ist f auf der gesamten Menge For(Oy eindeutig definiert.

Siehe Ubungsaufgabe 2.2.1

15



2.2.2 Einfache Fakten zur Syntax, Abkiirzungen

Definition 2.6 (Teilformeln)

Eine Teilformel einer Formel A ist ein Teilwort von A, welches Formel ist.
Es handelt sich um eine echte Teilformel, wenn sie von A verschieden ist.
Zwei Teilworter u,v einer Formel A liegen disjunkt, wenn kein Auftreten
eines Zeichens in A sowohl in u wie in v stattfindet. Ein Prdfix von A ist ein
Teilwort von A, mit dem A (von links her gelesen) beginnt.

Abkiirzungen

1. Ganz auflen stehende Klammern in einer Formel diirfen weggelassen
werden.

2. Klammern diirfen weggelassen werden geméfl der Prioritdtsregel: A, V
binden stérker als —, <. (Achtung: nach Def. 2.1 ist =A A B immer
als (A A B) und nicht als =(A A B) zu lesen, da zu — keine Klammern
gehoren.)

Weitere Regeln zur Klammereinsparung folgen spéter.

Man beachte, dafl dies nur eine , Kurzschrift“ ist. Unsere ,offizielle* Sprache
bleibt, wie oben definiert.

2.2.3 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 2.2.1
Man zeige durch strukturelle Induktion:

1. Ist A € ForOx und sind B, C' Teilformeln von A, dann gilt

e entweder C ist Teilformel von B
e oder B ist echte Teilformel von C
e oder B, C liegen disjunkt.

2. Ist B Teilformel von A € ForOs und zugleich Prifix von A, dann sind
A, B identisch.

Ubungsaufgabe 2.2.2
1. X sei endlich.
Geben Sie eine kontextfreie Grammatik fiir F'orOs; an.

16



2. Losen Sie dieselbe Aufgabe fiir unendliches ¥ = {py, p1, ...}
Hinweis: Schreibe P; als P | ... | .
——
1 Striche
3. Beschrankt man sich auf die Sonderzeichen {(, ), 0, —} (siehe 2.3.1), so
findet man auch eine SLL1-Grammatik (zur Wahl der richtigen Produk-
tion der Grammatik wird jeweils nur das vorderste Zeichen gebraucht).

17



2.3 Semantik der Aussagenlogik

Definition 2.7 (Wahrheitswerte)

Fiir alles Folgende seien zwei feste, ansonsten beliebige Objekte W, F aus-
gezeichnet, die wir die beiden Wahrheitswerte nennen. (Vorausgesetzt wird
nur, daf beide voneinander verschieden sind.)

Definition 2.8 (Semantik der Aussagenlogik)
Es sei ¥ eine aussagenlogische Signatur. Eine Interpretation tber X ist eine
beliebige Abbildung I : ¥ — {W, F}. Zu jeder Interpretation I iiber ¥
wird nun die zugehorige Auswertung der Formeln iiber ¥ definiert als die
Abbildung

valy : ForO0y — {W,F}

mit:

val;(1) = W
val;(0) = F
val;(P) = I(P) fiir jedes P € X

F falls wal;(A)

W
valy(—A) = { W falls val;(A) =F

valy auf AN B,AV B, A — B, A <> B geméf} Tabelle (2.1)

val(C) fir C =
val;(A), val;(B) | ANB| AVB| A= B| A+ B
W, W \W% W \W% W
W.F F W F F
F.W F W W F
FF F F W W
Tabelle 2.1:

(Man beachte, daf§ dies eine Definition durch strukturelle Induktion ist.)

Definition 2.9

Ein Modell einer Formel A € For0Oy ist eine Interpretation [ iiber ¥ mit
valr(A) = W. Zu einer Formelmenge M C For0y, ist ein Modell von M eine
Interpretation I, welche Modell von jedem A € M ist.

18



Man beachte, daf3 die leere Menge jede Interpretation zum Modell hat.

Beispiel 2.10 )
Bei der Auswertung einer Formel werden der Ubersichtlichkeit halber die
Werte der Teilformeln mitnotiert.

Y ={P,Q, R}

[:1(P)=W,I(Q)=F,I(R) = W.
Wir berechnen val;((P A =R) = =(RV Q))

P|Q|R|-R|PAN-R|RVQ|-(RVQ)|(PAN-R)—~(RVQ)

W| F | W| F F W F \%\%

Tabelle 2.2:

2.3.1 Wahrheitstafeln, Boole’sche Funktionen, Basen

Es sei A € For0Oy gegeben. Welche Werte durchlauft val;(A) fir die ver-
schiedenen Interpretationen I7 Nach Definition ist klar, daf§ diese nur von
den Werten I(P) fir die in A tatsdchlich auftretenden Atome P abhéngen.
Man erhélt also (fiir festes A) die Funktion, welche jedem I zuordnet val;(A),
als eine endliche Tabelle. Diese heifit die Wahrheitstafel von A.

Beispiel 2.11

Eine Boole’sche Funktion ist eine Funktion von {W,F}" nach {W,F}, fiir
ein n € IN. (IN ist die Menge der natiirlichen Zahlen einschlieBlich 0.) Ist
n die Anzahl der in einer Formel A auftretenden Atome, und legt man
fiir diese eine bestimmte Reihenfolge fest — identifiziert sie also mit Argu-
mentstellen —, so liefert die Wahrheitstafel von A eine Boole’sche Funktion
{W,F}" — {W,F}. Es ist bekannt (leichte Ubung), daB sich umgekehrt
auch jede Boole’sche Funktion als Wahrheitstafel einer Formel in dieser Wei-
se erhalten 1a83t.

Basen
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Es ist ebenfalls bekannt, dafl unsere Sprache viel zu reichhaltig ist, wenn man
lediglich beabsichtigt, jede Boole’sche Funktion notieren zu konnen. Statt der
hier gewéhlten logischen Operatoren

1707 _‘7 /\7 \/7 %7H

hétte man, um blofl diesen Zweck zu erreichen, auch etwa wéhlen kénnen

0, —
oder: -, —
oder: =, A

und andere ,,Sétze von Operatoren” mehr. Wir nennen jede solche Menge —
jede Menge von logischen Operatoren, so daf§ durch die mit ihnen gebilde-
ten Formeln sich alle Boole’schen Funktionen notieren lassen — eine Basis.
Bekanntlich gibt es auch einelementige Basen, ndmlich:

{|} mit: A|B steht fir =(A A B) (NAND)
{}} mit: A | B steht fir -(AV B) (NOR).

2.3.2 Allgemeingiiltigkeit und Erfiillbarkeit

Definition 2.12

A € For0ys, heiit allgemeingiiltig (iiber ) < val;(A) = W fiir jede Inter-
pretation [ iiber .

A heifit erfillbar (iiber X) :< es gibt eine Interpretation [ iiber ¥ mit
valr(A) = W.

Es ist also A allgemeingiiltig genau dann, wenn jede Interpretation Modell
von A ist, und A ist erfiillbar genau dann, wenn es ein Modell hat.

Korollar 2.13
Es gilt

A erfiillbar < —A nicht allgemeingiiltig,
A allgemeingiiltig < —A nicht erfiillbar.

Man nennt die allgemeingiiltigen Formeln auch Tautologien. (Erst in der
Priadikatenlogik werden beide Begriffe differieren.)

Bemerkung

Um zu testen, ob A allgemeingiiltig (bzw. erfiillbar) ist, geniigt es, die Wahr-
heitstafel von A aufzustellen und abzulesen, ob jede Zeile — jede Belegung

20



der Atome in A mit Werten € {W,F} — den Wert W ergibt (bzw. dies fiir
mindestens eine Zeile der Fall ist). Die Allgemeingiiltigkeit (Erfiillbarkeit) ist
also entscheidbar, und zwar in einer Zeit, welche exponentiell ist, in der An-
zahl der in der gegebenen Formel auftretenden Signatursymbole, oder auch
in der Lénge der Formel.

Zu gegebenem I ist die Berechnung von wval;(A) linear (in der Anzahl der
Signatursymbole in A, oder der Linge von A) (Ubung). Also liegt das Pro-
blem SAT, die Erfiillbarkeit einer aussagenlogischen Formel zu entscheiden,
in der Klasse NP der nicht deterministisch polynomialen Probleme. SAT
ist sogar NP-vollstindig: Gabe es einen (deterministischen) polynomialen
Entscheidungsalgorithmus fiir die Erfiillbarkeit, dann wire NP = P, d.h. je-
des nichtdeterministisch-polynomiale Entscheidungsproblem wire auch schon
deterministisch-polynomial. Die Frage, ob dies so sei, ist das wohl bekannte-
ste offene Problem der theoretischen Informatik.

Es gibt interessante Teilmengen von ForQOy, fiir welche die Erfiillbarkeit po-
lynomial entscheidbar ist. Wir werden hierauf noch kurz zuriickkommen.

2.3.3 Einige allgemeingiiltige Formeln

Es folgt eine Liste von Schemata fiir allgemeingiiltige Formeln. (D. h. jede
Ersetzung von A, B, C' unten durch irgendwelche Formeln — jeweils dieselbe
Formel fiir A bzw. B bzw. C' — liefert eine allgemeingiiltige Formel. Entspre-
chend bei spezielleren Ersetzungen, wie unten angegeben.)

1 Wahrheitswerte
-0 Wahrheitswerte
A— A Selbstimplikation
-AV A Tertium non datur
A— (B—A) Abschwéchung
0—- A Ex falso quodlibet

Alle folgenden Tautologien sind ,, Aquivalenzen “ (vgl. 2.16).

ANA A

VA< A
empotenz von A, V
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ANB+< BANA

VB« BV A
ommutativitat von A, V

(AANB)ANC + (AN(BAC))
(AVB)VC) <« (AV(BV())

Assoziativitat von A, V

(A (B« (0)) +
(A< B)+ (O)

Assoziativitat von <

AN(AVB) < A
AV(AANB) < A
Absorption von A, V

AN(BVC) < (ANB)V(ANC)
AV(BAC) « (AVB)AN(AVC)
Distributivitdat von A, V

—A A
Doppelnegation

(A— B) > (-B — —A)
Kontraposition
(FA—A) - A
Selbstbeweis

(A= (B—=0)) <
(A= B)—= (A—(0))

Verteilen und Ausklammern von —

-(AANB) <+ -AV-B

-(AV B) <+ -AAN-B

De Morgan’sche Gesetze

—-A < (A — O)

AV B ¢+ (mA — B)

AANB < =(A— -B)

(A= B)«+ -AVB

(A< B) <+ (AANB)V(-AAN-B)
(A<>B) < (A= B)AN(B— A)
Weitere Moglichkeiten zum Um-
schreiben logischer Operatoren
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AVl 1
ANl A
AVO+— A
ANOD <+ O

2.3.4 Semantische Folgerbarkeit

Definition 2.14
Es seien: ¥ eine Signatur, M C For0Oy, A, B € ForOs.
Wir definieren

M | A gdw Jedes Modell von M ist auch Modell von A
M 5 A wird gelesen als: aus M folgt A

Statt ) = A schreiben wir kurz |= A, statt {B} = A schreiben wir B = A.
Falls erforderlich schreiben wir genauer =y anstelle von f=.

Korollar 2.15
Es gilt

1. E A& A ist allgemeingiiltig.
2. = -A & A ist unerfiillbar.

3. AEB&E=A—B

4 MU{A} B MEA—B

Definition 2.16

A, B € ForOyx heiflen logisch dquivalent < A s B und B =5 A. Wir
benutzten gelegentlich die symbolische Schreibweise A = B zur Bezeichnung
der logischen Aquivalenz von A und B.

Korollar 2.17
Zwei Formeln A, B sind logisch dquivalent genau dann, wenn A < B eine
Tautologie ist.

Beweis A, B logisch dquivalent

< valr(A) = valy(B) fiir alle Interpretationen I (iiber )
(d. h. A und B haben dieselben Modelle)

@):2 A< B

& A < B ist allgemeingiiltig.
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Die Schemata allgemeingiiltiger Formeln der Form ... <+ ... in 2.3.2 liefern
uns also viele Beispiele logischer Aquivalenz.

Treten in A und B dieselben Atome auf, so ist die logische Aquivalenz von A
und B damit gleichbedeutend, dafl A und B dieselbe Wahrheitstafel haben.

Lemma 2.18
Fir A, A', B, B' € For0Osx, gelte, dafl A logisch aquivalent zu A’ und B logisch
aquivalent zu B’ ist. Dann sind auch logisch dquivalent

—-A und —A’

A— Bund A — B’
AANB und A A B’
AV B und A"V B’
A+ Bund A <+ B’

Beweis: Direktes Nachrechnen.

Offensichtlich ist die logische Aquivalenz eine Aquivalenzrelation auf ForOs,.
Aus dem obigen Lemma folgt dann:

Korollar 2.19
Logische Aquivalenz ist beziiglich der aussagenlogischen Operatoren eine
Kongruenzrelation auf For0Oys. Insbesondere gilt fiir beliebige A € ForOx

A allgemeingiiltig < A logisch dquivalent zu 1
A unerfiillbar < A logisch dquivalent zu 0.

Korollar 2.20

(Ersetzungstheorem) Es seien A, A’, B, B’ € For0s, B eine Teilformel von A
und B’ logisch dquivalent zu B. Ferner entstehe A’ aus A, indem an irgend-
welchen Stellen, wo B in A auftritt, B durch B’ ersetzt wird. Dann ist A’
logisch dquivalent zu A.

Beweis Ubung (Strukturelle Induktion)

Das folgende Lemma gehorte schon immer zum festen Bestand der Aussa-
gen iiber die Ableitbarkeit in der Aussagenlogik, war aber in Vergessenheit
geraten, da man es nur von theoretischem Interesse hielt. Das dnderte sich
schlagartig, als das Interpolationslemma in der Arbeit [McMO03| iiber Mo-
dellpriifungsverfahren (model checking) eine ausschlaggebende Rolle spielte.
(Siehe auch http://www.cs.utah.edu/tphols2004 /mcmillan.abstract.html)
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Definition 2.21 (Interpolante)
Seien A,B aussagenlogische Formeln, so dafl A — B eine Tautologie ist. Eine
Formel C' heifit eine Interpolante von A — B, falls

1. A— C und C' — B Tautologien sind und

2. in C' nur solche aussagenlogischen Atome P € ¥ vorkommen, die sowohl
in A als auch in B vorkommen.
An eventuelle Vorkommen von 1 und 0 in C' werden keinerlei Ein-
schriankungen gemacht.

Lemma 2.22 (Craigsches Interpolationslemma)
Zu je zwei aussagenlogische Formeln A, B, so dal A — B eine Tautologie ist,
existiert eine Interpolante.

Beweis Seien Py, ... P, alle in A vorkommenden aussagenlogischen Atome,
die nicht in B vorkommen. Fiir Konstanten ¢; € {1,0} bezeichnen wir mit
Alcy, ..., ¢,] die Formeln, die aus A hervorgeht, indem P; durch ¢; ersetzt
wird fiir alle 1 <7 < n. Wir setzen

= \/ Aley, ..., ¢

(c1,...,cn)E{1,0}™

Offensichtlich kommen in C' nur noch aussagenlogische Atome vor, die A und
B gemeinsam sind.

Sei jetzt I eine Interpretation mit val;(A) = W, dann gilt fiir ¢; = I(P;) auch
val(Alcy, . .., ¢,)) = W. Damit gilt auch val;(C') = W. Insgesamt haben wir
also schon = A — C' gezeigt.

Sei jetzt I eine Interpretation mit val;(C) = W. Fiir (mindestens) eine
Wahl von Konstanten (¢q,...,¢,) € {1,0}" gilt also val;(Alcy,...,c,]) =
W. Dieselbe Aussage konnen wir auch anders schreiben: Wir definieren die
Interpretation J durch

G falls P=PF fir1 <i<n
J(P) = { I(P) sonst

Offensichtlich liefern val;(A) und val;(Alcy, . .., ¢,]) dasselbe Ergebnis. Also
haben wir val;(A) = W. Nach der Voraussetzung gilt also auch val;(B) =
W. Das ist schon, aber eigentlich wollten wir val;(B) zeigen. Das ist aber
auch klar, da [ und J sich nur fiir die aussagenlogische Atome P, ..., P,
unterscheiden, die nicht in B vorkommen.
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Beispiel 2.23
Offensichtlich ist AN B — AV C eine Tautologie. Da sowohl AA B — A als
auch A — AV C Tautologien sind ist A als Interpolante erkannt.

Die Konstruktion im Beweis von Lemma 2.22 liefert zunéchst (AA1)V(AAO),
was sich aber leicht zu A dquivalent umformen la83t.

2.3.5 Bemerkung zur Notation

Im Laufe des bisherigen Textes sind die Symbole <>, =, =, < eingefiihrt
oder benutzt worden, die in verschiedenen Zusammenhéngen die Gleichheit
oder Gleichwertigkeit bezeichnen. Es lohnt sich einen Moment iiber die Un-
terschiede nachzudenken.

Das einfachste Symbol ist <». Es kommt nur in Formeln der Aussagenlogik
vor. Wenn A und B Formeln sind, dann gilt das auch fiir A <+ B. Die {ibrigen
Symbole =, =, < sind Abkiirzungen. Die Benutzung des Gleichheitszeichens
= ist selbst dem gebildeten Laien gelaufig, das Symbol = wurde in Definition
2.16 als symbolische Abkiirzung fiir die Aquivalenz von Formeln eingefiihrt.
Anstelle des Satzes ,,Stehen A und B fiir die gleiche Formel, dann sind sie
trivialerweise logisch dquivalent“kann man dann auch kiirzer schreiben ,, Fiir
A = B gilt trivialerweise A = B. Das Zeichen < ist eine Abkiirzung fiir die
Redewendung genau dann wenn, die man auch durch gdw abkiirzen kénnte.

Einzig < ist unter den betrachteten Symbolen ein Zeichen der Objektebene;
die anderen gehoren der Metaebene an.

2.3.6 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 2.3.1

Wir nennen zwei aussagenlogische Formeln A,B wechselseitig inkonsistent
wenn —(A A B) eine Tautologie ist, i.e. = =(A A B).

Zeigen Sie die folgende Behauptung.

Zu zwei wechselseitig inkonsistenten aussagenlogische Formeln A,B gibt es
eine Formel C' die nur Atome enthélt, die in A und B vorkommen mit

FEA—C
C und B sind wechselseitig inkonsistent

Das ist die Formulierung, in der das Interpolationslemma in der Arbeit von
McMillan [McMO3] benutzt wird. Auch die Terminologie der wechselseitigen
Inkonsistenz ist daraus entnommen.
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Ubungsaufgabe 2.3.2
Seien C7, Cy beides Interpolanten fiir die Implikation

A — B.
Dann sind auch C; A Cy und C4 VvV C5 Interpolanten fiir A — B..

Ubungsaufgabe 2.3.3

Sei A — B eine Tautologie.

Seien (1, ..., Q) alle Variablen in B, die nicht in A vorkommen. Sind ¢; Kon-
stanten aus {1,0} dann bezeichne Blcy, ..., cg] , wie im Beweis von Lemma
2.22, die Formel, die aus B entsteht, wenn man alle Vorkommen von ); durch
¢; ersetzt. Auflerdem sei:

= /\ Bley, ... e

(Cl ..... Cn)e{l,o}”
Zeigen Sie, daf3 D eine Interpolante von A — B ist.

Ubungsaufgabe 2.3.4

Sei A — B eine Tautologie. Sei C' die im Beweis von Lemma 2.22 konstru-
ierte Interpolante von A — B und D die Formel aus der vorangegangen
Ubungsuafgabe 2.3.3. Zeigen Sie, dal C' die stirkste und D die schwichste
Interpolante von A — B ist, d.h. zeigen Sie, daf fiir jede Interpolante U

C—-UudU— B
Tautologien sind.

Ubungsaufgabe 2.3.5

Gegeben sei eine Landkarte mit L Léndern, die mit den Zahlen von 0 bis
L — 1 bezeichnet werden. Die binére Relation Na(i, j) trifft auf zwei Lander
iund j zu (0 <i,5 < L), wenn sie benachbart sind. Die Landkarte soll nun
mit den drei Farben rot, griin und blau so eingefiarbt werden, dass keine zwei
benachbarten Lénder dieselbe Farbe erhalten.

Geben Sie — in Abhéngigkeit von L und Na — eine aussagenlogische Formel
F an, so dass F' genau dann erfiillbar ist, wenn eine Farbung der geforderten
Art moglich ist.

Hinweis: Die Landkarte muss nicht zwei-dimensional sein, d. h. der durch
Na(i,j) gegebene Graph muss nicht planar einbettbar sein.
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2.4 Normalformen

Wegen der Assoziativgesetze fiir A und V kénnen wir fiir A A (B A C) oder
(AANB)AC kurz AANBAC schreiben, entsprechend A; A...A A, entsprechend
Ay V...V A,. Wir sprechen von Konjunktionen bzw. Disjunktionen.

2.4.1 Disjunktive und konjunktive Normalform

Definition 2.24
1. Ein Literal ist ein Atom oder ein negiertes Atom.

2. Eine Formel ist in disjunktiver Normalform (DNF), wenn sie Disjunk-
tion von Konjunktionen von Literalen ist.

3. Eine Formel ist in konjunktiver Normalform (KNF), wenn sie Konjunk-
tion von Disjunktionen von Literalen ist.

Eine Disjunktionen von Literalen wird héaufig auch eine Klausel genannt. Ei-
ne Formel in konjunktiver Normalform ist also eine Konjunktion von Klau-
seln. Die konjunktiver Normalform wird deswegen auch Klauselnormalform
genannt.

Fakten

Es ist bekannt, dafl man zu jeder aussagenlogischen Formel A eine logisch
aquivalente in disjunktiver Normalform angeben kann und ebenso eine logisch
aquivalente in konjunktiver Normalform. Die Algorithmen zur Herstellung
dieser beiden Normalformen ergeben sich unmittelbar aus den Tautologien
in 2.3.2.
Mittels der logischen dquivalenzen

Umschreiben von —, <,

Doppelnegation,

Distributivitat,

De Morgan’sche Gesetze,

Assoziativitét
1488t sich ,,von innen nach auflen“ durch Ersetzen von Teilformeln durch lo-
gisch dquivalente die gewiinschte Normalform herstellen. Durch Anwendung
der Kommutativitat, Idempotenz, Absorption sowie der Schemata im letzten
Block in 2.3.2 148t sich die Formel gegebenenfalls noch vereinfachen.

Ist die Wahrheitstafel einer Formel gegeben, so lassen sich disjunktive und
konjunktive Normalform aus dieser , direkt ablesen“. Wir setzen hier als be-
kannt voraus, wie dies geschieht.
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Zu einer Formel A gibt es (auch wenn man von trivialen Umordnungen ab-
sieht) i. a. viele verschiedene dquivalente in DNF bzw. KNF. Beide genannten
Algorithmen zur Herstellung einer Normalform — der ,,syntaktische“ wie das
»,Ablesen aus der Wahrheitstafel* — liefern nicht notwendig eine , giinstige*
(etwa: kiirzeste) Formel. Verfahren zur Findung einer kiirzestméglichen DNF
(KNF) werden in der Schaltkreistheorie behandelt.

2.4.2 Primimplikanten

Definition 2.25 (Primimplikanten)
Sei C' eine beliebige aussagenlogische Formel.

Ein Primimplikant P von C' ist
1. eine Konjunktion von Literalen,
2. so daBB P — (' eine Tautologie ist, und
3. fiir jede Teilkonjunktion P’ von P ist P’ — C keine Tautologie.

Definition 2.26 (Essentielle Primimplikanten)
Sei C' eine beliebige aussagenlogische Formel und P ein Primimplikant von

C.

P heifit ein essentieller Primimplikant von C' falls fiir jede Teilmenge Q von
Primimplikanten von C

e fiir die C' + \/ Q gilt
o P e Q gelten muf.

Lemma 2.27
Sei C' eine beliebige aussagenlogische Formel, dann ist

C < \/{P | P ist Primimplikant von C'}
eine Tautologie.

Beweis
Wir haben zu zeigen, dafl

C < V{P | P ist Primimplikant von C'}
und
C — \{P | P ist Primimplikant von C'}
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beides Tautologien sind. Fiir die erste Formel ist das eine unmittelbare Kon-
sequenz aus der Definition. Zum Beweis der zweiten Implikation betrachten
wir eine Interpretation I mit val;(C) = W und wollen val;(RS) = W fiir
die rechte Seite RS der Implikation zeigen. Seien Ay, ... A, alle in C' vorkom-
menden Atome. Fiir jedes ¢ mit 1 <7 < n sei

L A; falls valr(A;) =W
P -4 falls wal;(A;) = F

Auflerdem sei Py = A, L;. Fiir jede Interpretation J mit val;(P;) = W
stimmt J mit I auf allen Atomen, die in C' vorkommen, iiberein. Also gilt
auch val;(C) = W. Damit ist P; — C eine Tautologie. Sei P? die kiirzeste
Teilkonjunktion von Py, so da§ P? — C immer noch eine Tautologie ist. Nach
Definition ist PY ein Primimplikant von C' und da P} eine Teilkonjunktion
von P ist, gilt auch val;(Py) = W. Damit gilt aber auch fiir die rechte Seite
RS der obigen Implikation val;(RS) = W.

2.4.3 Kurze Konjunktive Normalform

Die konjunktive Normalform spielt auch in dem weiter unten vorzustellenden
Resolutionskalkiil eine wichtige Rolle. Will man in diesem Kalkiil zeigen, daf3
eine Formel A eine Tautologie ist, so bringt man die Formel —A in konjunktive
Normalform und zeigt ihre Unerfiillbarkeit.

Beispiel 2.28 (Konjunktive Normalform)

Um zu priifen, ob
A= (=P VP ) AN...N(=P,1VP,,)
eine Tautologie ist, wird die Unerfiillbarkeit von
“A=(PiiANPi2) V...V (P AP,o)
gepriift. Die konjunktive Normalform von —A ist:
N{PLsy VooV Py | f {10} — {1,2}),

Fir n = 3 ist das:
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(PiiV Po1 VPsi)AN(PiaV Py VPso)A
(Pi1V Py V Ps1) NP1V PagV PsaN
(PiaV Po1VPs1)A(PiaV Py V Pso)A
(PiaV PooV Ps1)AN(PiaV PoyV Pso)

Das Beispiel 2.28 zeigt eine Schwierigkeit des vorgeschlagenen Tautologie-
nachweises: in —A treten 2xn Literale auf, aber in der konjunktiven Normal-
form sind es n * 2". Wir wollen hier eine, zwar schon lange bekannte, aber
wenig verbreitete Transformation vorstellen, die zu einer beliebigen aussagen-
logischen Formel A mit n Literalen eine konjunktive Normalform mit ¢ % n
Literalen herstellt fiir eine Konstante c. Wir erklaren zunéchst die Methode
anhand des Beispiels 2.28. Der allgemeine Fall wird dann in Definition 2.30
behandelt.

Beispiel 2.29 (Kurze konjunktive Normalform)
1.Schritt

Q1 P11 VP
Qi < P VP,

Qn e _'Pn,l Vv _‘Pn,2
Qni1 < Q1 N Q2
Qny2 < Qni1 N Q3

Qon—1 < Q22 N Qp
_'Q2n71
2.Schritt:

Q1 VP 1 VP
1V (=P V-P)

—Q; VPV -P,
Qi V (=P V—Ps)
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_'Qn V _'Pn,l V _'Pn,2
Qn V _‘(_‘ n,l V _|Pn72)
Qni1 V (Q1 A Q2)
Qni1 V 2(Q1 A Q2)
_'Qn+2 \ (Qn-H A Q3)
Qni2 V (Qni1 A Q3)

“Qop—1V <Q2n72 A Q)
Qon—1V (Qan—2 N Qy)
_'QZn—l

(A ks

Q1 VPV aP
(Q1V Pia)AN(Q1V Piy)

_'Qn V _'Pn,l V _'Pn,2
(Qn \% Pn,l) A (Qn \% Pn,Z)
(7Qns1 V Q1) A (2Qny1 V Q2)
Qni1 V Q1 V Qs

(_'QQn—l Vv QQn—Q) A (_'QZn—l Vv Qn)
Qan—1V Q2,2 V ~Qp
_'Q2n71

Im vorangegangenen Beispiel 2.29 wurde die Idee der kurzen KNF deutlich.
Hier folgt jetzt die Definition im allgemeinen Fall. Unsere Darstellung ori-
entiert sich an [Min90]. Eine ausfiihrliche Behandlung findet man auch in
[Ede92], pp. 48 - 52.

Definition 2.30 (Kurze konjunktive Normalform)

Sei A eine beliebige aussagenlogische Formel. Wir geben ein Verfahren an,
um A in eine KNF, bezeichnet mit Ay, und kurze konjunktive Normalform
von A genannt, zu transformieren.

Wir setzen voraus, dafl in A nicht zwei Negationszeichen unmittelbar aufein-
ander folgen.

Ist A ein Literal, dann setzten wir Agg,r = A.
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Wir gehen jetzt davon aus, dal A kein Literal ist.

Wir werden im Laufe der Konstruktion von Ajg,; neue aussagenlogische
Atome @); einfithren, und zwar fiir jede Teilformel A; von A von der Form
A; = Aj10A; ein neues. Man beachte, daf} eine Teilformel A; von dieser Form
kein Atom sein kann und auch nicht mit einer Negation beginnen kann.

1.Schritt Wir bilden die Konjunktion K der folgenden Formeln.

Fiir jede Teilformel A; der Form A;; o A;5 mit dem zugehorigen neuen aus-
sagenlogischen Atom Q; gehort

Qi <> (Bi1 0 Byjs)

zur Konjunktion K. Zur Erklarung der B;; miissen wir vier Fille unterschei-
den:

B;; = A;; falls A;; ein Literal oder ein negiertes Literal ist.
Bi;; = Qi A ist von der Form C o Cy und Q)5

das zugehorige neue Atom
B;j = —Qi; A ist von der Form —(C; o Cy)

und Q;; das zu (C} o Cy) gehorige neue Atom

Ist A selbst von der Form C o C; und )y das zugehorige neue Atom, dann
ist auch das Literal

Qo

ein konjunktiver Bestandteil von K. Anderenfalls, das heifit hier, wenn A von
der Form —(C} o Cy), dann ist

Qo

ein konjunktiver Bestandteil von K, wobei Qg das zu (C} o C}) gehérige neue
Atom ist.

2.Schritt Die Aquivalenzen werden aufgeldst in zwei Implikationen und
diese weiter durch — und V ausgedriickt. Es entsteht die Konjunktion der

Formeln
—Q;V (BroBp) 1<i<k
“(BioBp)VQ;, 1<i<k

verlangert um

=)o oder Qo
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3.Schritt Die Teilformeln aus Schritt 2 werden KNF umgeformt. Die Kon-
junktion der resultierenden Formeln ist Aggy,y.

Satz 2.31
Die Formel A ist erfiillbar gdw Ay, erfiillbar ist.

Beweis: Ist A ein Literal, dann gilt A,y = A und es ist nichts zu zeigen.

Anderenfalls sei K = Qo AN N\jc;cr, @i &> Bi1 0 B bzw . K = =Qp A
Ni<icr Qi < Bii o By die Konjunktion aus Schritt 1. Es geniigt zu zeigen,
daB A und K erfiillbarkeitséiquivalent sind. Die restlichen Umformungen, von
K zu Agpny, sind elementare aussagenlogische Aquivalenzen.

1.Teil A sei erfiillbar, es gibt also eine Interpretation I mit val;(A) = W.
Fiir die neuen aussagenlogischen Variablen definieren wir

1(Q;) = val(As),

wobei @; die fiir die Teilformel A; eingefiihrte neue aussagenlogische Variable
ist.

Wir betrachten zuerst die erste konjunktive Teilformel F von K. Falls A
nicht mit einem Negationszeichen beginnt ist F' = @)y und es folgt val;(F) =
val;(Qo) = val;(A). Im Falle A = =A" ist F' = =@ und nach Definition
ergibt sich val;(F) = val;(=Qp) = val;(—A") = val;(A).

Als néchstes ist fiir jedes 1 < i < kval;(Q; <> (Bi1oBi2)) = W zu zeigen. Da-
zu geniigt es, sich zu iiberlegen, dafl val; (B0 Biz) = val;(A;) gilt. Nach Kon-
struktion gilt A; = A;; o Ajp. Wir sind fertig, wenn wir val;(A;) = val;(By)
und val;(A;) = val;(B;s) gezeigt haben. Das folgt aber unmittelbar aus den
Definitionen der B;; und val;(Q;).

2.Teil K sei erfiillbar und I eine Interpretation mit val;(K) = W. Wir
zeigen, daf3 dann fiir jedes neue Atom ; und die zugehorige Teilformel A;
von A gelten mufl: val;(Q;) = val;(A;). Das zeigen wir, durch Induktion tiber
die Komplexitiat von A;. Sei also A; = A;; o Ajs. Nach Induktionsvorauset-
zung konnen wir val;(B;1) = val;(A;) und val;(Bjz) = valj(A;z) annehmen.
Also auch valj(Bys) o Bis) = wval;(A;). Aus val;(K) = W folgt insbeson-
dere val;(Q; <> (Bj1 o Bi)) = W und somit insgesamt, wie gewiinscht,
val;(Q;) = valr(A;). Beginnt A nicht mit einer Negation, dann ist ¢y kon-
junktiver Teil von K, also auch wval;(Qy) = W. Nach dem gerade Bewie-
senen folgt dann auch val;(A) = W. Im anderen Fall gilt A = A’ und
valr(—Qo) = W, woraus ebenfalls val;(A) = W folgt.
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2.4.4 Shannons Normalform

In diesem Kapitel benutzen wir die Bezeichnungen 0 fiir den Wahrheitswert
F und 1 fiir W, geméf} der zugrunde liegenden Literatur.

Neben der DNF und KNF gibt es noch eine Vielzahl von Normalformen.
Wir wollen hier kurz auf eine von R. E. BRYANT (siehe [Bry86]) gefundene,
graphbasierte Normalform eingehen, die auf einen Ansatz von C. E. SHAN-
NON (siehe [Sha38]) zuriickgeht. AuBlerdem wird diese Normalform behandelt
in dem Buch [Chu56] von A. CHURCH in §24, Seite 129 ff. Wir beginnen mit
einigen Vorbereitungen und kommen danach auf die eigentlichen Shannon-
Graphen zu sprechen.

Definition 2.32 (Shannon-Formeln)
Wir betrachten aussagenlogische Formeln, die aufgebaut sind aus

e dem dreistelligen Operator sh
e den Konstanten 0 und 1

e Aussagevariablen Py, ..., P,,...
Wir wollen solche Formeln sh-Formeln nennen und bezeichnen die Menge

aller sh-Formeln mit shFor0.

Die Auswertung einer Formel der Form sh(A;, Ay, As) (sh als Referenz auf
Shannon) beziiglich einer Interpretation I wird gegeben durch

[ wvali(Ag) falls wval;(A) =F
valr(sh(Ay, Az, Az)) = { valy(As) falls valy(A;) = W

oder in Tabellenform:

P, W W W W F F F F
P, W W F F W W F F
P W F W F W F W F
sh(P,Po,P5) |[W F W F W W F F

Lemma 2.33 )
Es gelten die folgenden Aquivalenzen:

1. Sh(Pl,PQ,Pg)H(_'P1AP2)\/(P1AP3)
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2. sh(0, Py, P3) <> Py, sh(1, Py, P3) <> Ps
3. sh(P,0,1) <> P
4. sh(P,1,0) <» =P
5. sh(Py, Ps, Py) <> Py
6. sh(sh(Py, Py, Ps), Py, Ps) <> sh(Py, sh(Py, Py, Ps), sh(Ps, Py, Ps))
7. A sh(P, Ap—o, Ap=1)
8. —sh(Py, Py, P3) <> sh(Py,— Py, = P3)
Hierbei ist Ap—_q die Formel, die aus A entsteht, indem jedes Vorkommen der

Aussagenvariablen P durch die Konstante 0 ersetzt wird. Analog ist Ap_q
zu verstehen.

Beweis Offensichtlich bis auf Punkt 6. Siehe dazu Ubungsaufgabe 2.4.14.

Definition 2.34 (Normierte sh-Formeln)

Wir fixieren eine Ordnung auf der Menge der Aussagevariablen, etwa die
durch die Ordnung der Indizes gegebene. Eine sh-Formel A heifit eine nor-
mierte sh-Formel (wenn wir genauer sein wollen, sagen wir eine bzgl. der
fixierten Ordnung der Aussagevariablen normierte sh-Formel), wenn sie der
folgenden rekursiven Definition geniigt.

1. Die Konstanten 0, 1 sind normierte sh-Formeln.

2. Sei P, eine Aussagevariable, seien A, B normierte sh-Formeln, so daf3
keine Aussagevariable P; mit ¢ > j in A oder B auftritt. Dann ist
sh(P;, A, B) eine normierte sh-Formel.

Mit dieser Definition meinen wir, wie iiblich, dal die Menge der normierten
sh-Formeln die kleinste Menge ist, die 1. und 2. erfiillt.

Lemma 2.35
Zu jeder aussagenlogischen Formel A gibt es eine dquivalente normierte sh-
Formel B.
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Beweis: Induktion nach der Anzahl n der in A vorkommenden Aussageva-
riablen.

Fiir n = 0 kann A logisch dquivalent auf eine der Konstanten 0 oder 1
reduziert werden. Konstanten sind normierte sh-Formeln.

Im Induktionsschritt wéhlen wir die in A vorkommende Aussagevariable
P; mit dem kleinsten Index. Mit Ag bezeichnen wir die Formel, die aus A
entsteht, indem jedes Vorkommen von P; durch 0 ersetzt wird. Entspre-
chend wird A; gebildet. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es normierte
sh-Formeln By, By, die logisch dquivalent (siehe Def. 2.16) sind zu Ag, A;.
Offensichtlich ist A dquvalent zu sh(P;, By, B1), und sh(P;, By, By) ist eine
normierte sh-Formel.

Definition 2.36
Ein sh-Graph ist ein gerichteter, bindrer, zusammenhéngender Graph.

e Jedem nichtterminalen Knoten v ist eine natiirliche Zahl index(v) zu-
geordnet.

e Von jedem nichtterminalen Knoten v gehen zwei Kanten aus. Eine da-
von ist mit 0, die andere mit 1 gekennzeichnet.

e Jedem terminalen Knoten v ist eine der Zahlen 0 oder 1 zugeordnet,
bezeichnet mit wert(v).

e [st der nichtterminale Knoten w ein unmittelbarer Nachfolger von v,
dann gilt index(v) < index(w).

e Es gibt genau einen Wurzelknoten.

Wegen der vierten Forderung ist jeder sh-Graph zyklenfrei.
Bemerkung Es besteht eine offensichtliche Zuordnung zwischen normierten
sh-Formeln und sh-Graphen.

Jedem sh-Graphen G kann man eine m-stellige Boole’sche Funktion fg zu-
ordnen, wobei m die Anzahl der in G vorkommenden verschiedenen Indi-
zes i1, ..., 1y ist. Wir fassen fg als eine Funktion mit den Eingabevariabeln
P, ..., P, auf und bestimmen den Funktionswert fg(P;,..., P, ), indem
wir an der Wurzel von G beginnend einen Pfad durch G wahlen. Am Knoten
v folgen wir der Kante 0, wenn die Eingabevariable P, geq(v) den Wert 0 hat,
sonst der Kante 1. Der Wert des terminalen Knotens ist dann der gesuchte

Funktionswert, sieche Abb. 2.6.

Das fiihrt zu der folgenden induktiven Definition:
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Abbildung 2.5: Beispiele von sh-Graphen

Definition 2.37 (f¢)

Sei G ein sh-Graph, iy,...,1,, seien die in G auftretenden Indizes mit dem
kleinsten beginnend der Grofle nach geordnet.

Die von G induzierte Boole’sche Funktion fg : {0,1}™ — {0, 1} ist definiert
durch:

L. fa(by,...,by) =0 falls G nur aus dem einzigen Knoten v besteht, mit
wert(v) = 0,

2. fa(by,...,by) =1 falls G nur aus dem einzigen Knoten v besteht, mit
wert(v) =1,

_ fGo(b27"'abm) falls b1:O
3. fG(bla...7bm> - { fGl(b27---,bm) falls b1 1
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1

Abbildung 2.6: Berechnung der von G induzierten Funktion f;(0,1,0) =0

Hierbei ist G; der Teilgraph von G, der mit dem Knoten beginnt, der
von der Wurzel aus entlang der mit ¢ markierten Kante erreicht wird.

Lemma 2.38
Zu jeder Boole’schen Funktion f : {0,1}™ — {0,1} und jeder aufsteigenen
Folge i1 < ... < i, von Indizes gibt es einen sh-Graphen G mit

Je =1

Beweis: Der Beweis geschieht durch Induktion iiber m.

Ist m = 0 und f die konstante Funktion mit Wert 0, dann besteht G nur aus
einem Knoten v, der dann notwendigerweise ein terminaler Knoten ist, mit
wert(v) = 0.

Ist m = 0 und f die konstante Funktion mit Wert 1, dann besteht G nur aus
einem Knoten v mit wert(v) = 1.

Sei jetzt m > 0. Wir definieren die m — 1 stelligen Funktionen f; und f;
durch

4 | f(0,bg,....by) fallsi=0
fz(bQ,...,bm)_{ f<17b2,-..,bm) fallsz:l

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es sh-Graphen G; mit fq, = f; fiir ¢ =
0,1. Sei G der sh-Graph

Go Gl
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dann gilt offensichtlich fo = f.

S f2
(a) Erster Schritt (b) Zweiter Schritt

Abbildung 2.7: Konstruktionsschritte in Beispiel 2.39

Beispiel 2.39
Wir betrachten die Boolesche Funktion f

1 falls card{1 <i<3| P =W})=2

0 sonst

F(Py, Py, Py) = {

Wir wollen einen Shannongraph G konstruieren mit f = F. Die Variablen-
ordnung sei P < P, < P3. Wir beginnen mit dem Knoten fiir P;, siche Ab-
bildung 2.7(a). Dabei steht fi, f; fir die Funktion, die aus f entsteht, wenn
man P, = W, P, = F in Rechnung stellt. Wir schreiben dafiir f; = fp,—w

und fo = fp—p.

1 falls (P, =W und P3 = F) oder
fl(PQ,Pg) = (PQZFUIldP3:W)
0 sonst

1 falls B=P, =W
fa(Py, Py) = {0 sonst i ’

Der Anfang ist gemacht. Jetzt miissen nur noch in Abbildung 2.7(a) die
Funktionen f;, fo durch ihre Shannongraphen ersetzt werden. Das fiithrt zu
dem Graphen in Abbildung 2.7(b) wobei

(f1)po=w (P3) = f3(P3) = —Ps

(S1)P=r(P3) = fo(P3) = Py

(f2)P=r(P3) = f5(P3) = 0

(fo)p=w (Ps) = fo(P3) = Py

Die Tatsache, dal f; = fs ist wurde in Abbildung 2.7(b) schon benutzt
um einen Knoten einzusparen. Im letzten Schritt miissen die Funktionen f3

bis f5 durch ihre Shannongraphen ersetzt werden. Das Endergebnis ist in
Abbildung 2.8 zu sehen
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1 0

P,V =P, Py A (PyV —P)

(a) Erster Schritt (b) Zweiter Schritt

Abbildung 2.9: Konstruktionsschritte in Beispiel 2.40

Beispiel 2.40

Als ein weiteres Beispiel wollen wir einen Shannon Graphen G5 konstruieren
zur Formel Fy = (P V P3) A (PyV —P3). Der Wert der Funktion fg, (b, b, b3)
soll also iibereinstimmen mit val;(F3) fir die Interpretation I mit I(P;) = b;
fir 1 < ¢ < 3. Wir benutzen dieselbe rekursive Herangehensweise wie im
vorangegangen Beispiel 2.39. Im ersten Schritt, siehe Abbildung 2.9(a), wird
das Problem aufgespalten in die Konstruktion eines Graphen Gy fiir (1V P3)A
(PyV —Ps) <> (P2 V—P;) und eines Graphen Gy fiir (0V P3) A (PyV —P3) <>
Py A (P, V —P3). Der Gesamtgraph (G5 wird erhalten, indem ausgehend vom
Wurzelknoten, der mit P; markiert ist, (Go; an die 1-Kante und G5y an die
0-Kante angehingt wird. Im zweiten Schritt, siche Abbildung 2.9(b), wird
die Konstruktion von G weiter zerlegt in die Konstruktion eines Shannon
Graphen fiir 1V -P; <> 1 und 0V —FP; + —P;. Die Konstruktion von Gaq
wird rekursiv zerlegt in die Félle P3 A (1V =P3) <> Py und Py A (0V —=P;) <
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Abbildung 2.10: Endergebnis zu Beispiel 2.40

Ps APy 0.
Das Endergebnis ist in Abbildung 2.10 zu sehen

Definition 2.41
Ein sh-Graph heif3t reduziert, wenn

1. es keine zwei Knoten v und w (v # w) gibt, so daf der in v verwurzelte
Teilgraph G, mit dem in w verwurzelten Teilgraph G, isomorph ist.

2. es keinen Knoten v gibt, so daf§ beide von v ausgehenden Kanten zum
selben Nachfolgerknoten fiihren.

Ein reduzierter Shannongraph heifit auch BDD bzw. OBDD (ordered binary
decision diagram,).

Definition 2.42 (Isomorphie von Shannongraphen)

Seien zwei sh-Graphen H, G gegeben. Ihre Knotenmengen seien Vi, V5. H, G
heiflen zueinander isomorph (H = G) genau dann, wenn es eine bijektive
Abbildung 7 von V; nach V5 gibt mit:

1. index(k) = index(mw(k)) fiir jeden Nichtterminalknoten k € V}
2. wert(k) = wert(m(k)) fir jeden Terminalknoten k € V;

3. Fur jeden Nichtterminalknoten k € Vi, dessen 0-Kante/1-Kante zu
dem Knoten ko /k; fithrt, gilt: die 0-Kante von 7 (k) fithrt zu 7 (k), die
1-Kante zu 7(ky).
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Go Gy Gy Go

Abbildung 2.12: Einfachstes Beispiel isomorpher Shannon-Graphen

Im simpelsten Fall besagt die Definition 2.42, da} es auf die Anordnung
der Kanten des Graph G in der Zeichenebene nicht ankommt. Ein typisches
Beispiel isomorpher Graphen zeigt Abb. 2.12.

Ein etwas komplexeres Beispiel isomorpher Teilgraphen zeigt Abbildung 2.13.
Die beiden Teilgraphen unterhalb und einschliefflich der beiden Knoten mit
Index 1, nennen wir sie fiir den Augenblick N11 und N12, sind isomporph.
Die Knoten an den O-Kanten von N11 und N12 sind allerdings nicht iden-
tisch. Ebensowenig die Knoten an den 1-Kanten. Verfolgt man den Isomor-
phismus weiter nach unter, stoft man allerdings wieder auf diese Situation.
Der Isomorphismus bildet den am weitesten links stehenden Knoten mit dem
Index 2, N21 ab auf den dritten Knoten in derselben Reihe mit dem Index
2, N23. Die 0-Nachfolger von N21 sind N23 sind identisch, ndmlich gleich
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Abbildung 2.13: Beispiel isomorphe Shannon-Graphen

dem Blattknoten mit Wert 0. Das liefert die Beweisidee fiir Lemma 2.43. Die
Abbildung 2.14 zeigt die schrittweise Reduktion des Graphen aus Abbildung
2.13.

Lemma 2.43
Sei G ein Shannongraph, so daf fiir jedes Paar von Knoten v, w gilt

wenn die 1-Nachfolger von v und w gleich sind und
die 0-Nachfolger von v und w gleich sind
dann v =w

Dann erfiillt G die Bedingung (1) aus Definition 2.41.

Beweis: Seinen x,y zwei Knoten und 7 ein Isomorphismus von dem Teil-
graphen G, unterhalb von z auf den Teilgraphen G, unterhalb von y. Gilt
fiir alle Knoten v in G, schon 7(v) = v, dann auch = y und wir sind fertig.
Anderenfalls wihlen wir einen kleinsten Knoten v (d.h. mit méglichst kurzer
Entfernung von einem Blattknoten) mit 7(v) # v. Da fiir Blattknoten B nach
Definition eines Isomorphismus 7(B) = B gelten muf}; ist v ein Nichttermi-
nalknoten. Sei v; der 1-Nachfolger und vy der 0-Nachfolger von v. Wegen
der speziellen Wahl von v gilt einerseits m(v) # v, andererseits m(vg) = v
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(a) 1.Reduktionsschritt ) 2.Reduktionsschritt

Abbildung 2.14: Reduktion des Shannongraphen aus Abb.2.13

und 7(vy) = vy. Wegen der Isomophieeigenschaft von 7 gilt ist m(v;) der 1-
Nachfolger von m(v) und 7(vg) der 0-Nachfolger von m(v). Wir haben somit
zwei Knoten v und 7(v) gefunden, deren beide Nachfolger tibereinstimmen.
Nach Voraussetzung des Lemmas iiber G muf v und m(v) gelten. Dieser
Widerspruch zeigt daf§ fiir alle v gelten muf} 7(v) = v.

Lemma 2.44
Sind G, H reduzierte sh-Graphen zu ¥ = { P, ..., P,}, dann gilt

Je=foe G=H.

(Zu jeder Boole’schen Funktion f gibt es bis auf Isomorphismus genau einen
reduzierten sh-Graphen H mit f = fg).

Beweis

Die Idee des Existenzbeweises eines Aquivalenten reduzierten sh-Graphen ist
einfach: Man geht von einem entsprechenden sh-Graphen aus und beseitigt
nach und nach alle Situationen, die der Reduziertheit entgegenstehen. Bei
jedem solchen Schritt wird die Anzahl der Knoten um mindestens eins kleiner,
so daf} die Terminierung gesichert ist.

Beweis der Eindeutigkeit: Seien H und G zwei reduzierte sh-Graphen
mit fg = fo = f. Wir miissen H = G zeigen. Das geschieht durch Induktion
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iiber k = die Lange des langsten Pfades in G und H.
7

G H

Abbildung 2.15: Konstruktion eines Isomorphismus zwischen G und h

k=0:
In diesem Anfangsfall bestehen G und H nur aus einem Blatt, das zugleich

Wurzel ist; d.h., G und H haben die Form @ oder . fr und fg sind 0-
stellige Funktionen, d.h. Konstanten und aus fg = fg folgt,daB H = G = @

oderH:G:.

k>0:
Die Induktionsvoraussetzung garantiert fiir alle Graphen G’, H' mit maxi-
maler Pfadlinge < k und fo = fgr, da G’ und H’ isomorph sind.
Es sei
vo Wurzel von G, index(vy) =i
wo Wurzel von H, index(wy) = j

Siehe Abbildung 2.15
Wir zeigen ¢ ist der kleinste Index, so dafl fg von P; abhéngt.

Zunéchst argumentieren wir, dal f; von P; abhéngt. Andernfalls wére fp,_o =
fp=1. Sind Gy, G; die Teilgraphen von G, die iiber die 0-Kante bzw. die 1-
Kante direkt unter vy héngen, so gilt fq, = fr—0 = fp=1 = fg,; da die
Lange des ldangsten Pfades in Gy und G < k ist, folgt nach Induktionsan-
nahme Gy = (1. Das widerspricht der Reduziertheit von G, siehe Definition
2.41(1).

Da ¢ iiberhaupt der kleinste Index in G ist, ist ¢ auch die kleinste Zahl, so
dal fg von P; abhéngt.

Genauso zeigt man, dafl index(wy) = j der kleinste Index ist, so dafl fy von
P; abhéngt. Aus der Voraussetzung f; = fg folgt somit ¢ = j.
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Man betrachte nun Gq, G, Hy, Hy, die Teilgraphen aus G bzw. H, die an den
Knoten vg bzw. wy an den 0-Kanten bzw. 1-Kanten hiangen. Aus fo = fg = f
folgt fa, = fp=0o = fu, und fo, = fp=1 = fu,. Nach Induktionsannahme
gilt also Gy = Hy und G| = H;.

Seien 7y, m; Isomorphismen 7y : Gg — Hy, m : G — H;y. Es gilt:

(*) Wenn v Knoten in G und G, ist, dann m(v) = m(v).

Angenommen, das wére nicht wahr. Dann wéhlen wir ein v in GoN G, so dafl
mo(v) # m(v) gilt. Die in mp(v) und 7 (v) verwurzelten Teilgraphen von H
definieren dieselbe Funktion, wéren also nach Induktionsannahme isomorph.
Das widerspricht der Reduziertheit von H.

Definiere m : G — H durch

Wo falls v = vg
m(v) = ¢ m(v) fallsvin Gy
m(v) falls v in Gy

7 ist injektiv: Begriindung wie fiir (*).

7 ist surjektiv: klar.

7 erhélt Kanten und Marken: klar.

Also ist 7 ein Isomorphismus und damit G = H.

(a) Ordnung z < (b) Ordnung z < 2’ <y <y’
y<z' <y

Abbildung 2.16: Shannon Graphen fiir (z <> y) A (' <> /)

Die Grofle eines Shannongraphen fiir eine vorgegebene Boole’sche Funktion
héngt manchmal entscheidend von der Variablenordnung ab, wie man in Ab-
bildung 2.16 sehen kann. Heuristiken fiir eine geschickte Wahl der Variablen-
ordung sind daher in vielen Anwendungen OBDDs von grofier Wichtigkeit.
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Allerdings gibt es auch hart Niisse, die beziiglich jeder Variablenordnung
grofle Shannongrpahen liefern.

Beispiel 2.45

X sie die Menge der 2k Variablen {zo, ..., Zx_1,Y0, -, Yk—1}- T =To ... Tp_1
und y = yo...yx_1 bezeichnen k-stellige Binédrzahlen. Fiir 0 < ¢ < 2k be-
zeichne Mult; die boolsche Funktion, die das i-te Bit des Produktes von x
mit y beschreibt.

Lemma 2.46
Fiir jede Ordnung < der Variablen in X gibt es einen Index 0 < i < 2k, so
dass der BDD By, < mindestens 2k/8 Knoten besitzt.

Zitat fehlt

2.4.5 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 2.4.1
Berechnen Sie die konjunktive und disjunktive Normalform der Formel A <+
(B« C).

Ubungsaufgabe 2.4.2
Geben Sie eine Familie F), von Formeln mit n Atomen an, so dafl die kon-
junktive Normalform exponentiell zu n wéchst.

Ubungsaufgabe 2.4.3
Betrachten Sie die DNF

A= (-PAQA-R)V(PAQA-R)V(PAQAR)V(~PA-QAR)V(PA-QAR)

Zeigen Sie, dafl die Normalformen

A= (QAR)V(QA-R)V(PAR)
A" = (FQAR)V(QA-R)V(PAQ)

aquivalent zu A sind.

Ubungsaufgabe 2.4.4
Der Begrift Primimplikant wurde in Definition 2.25 eingefiihrt.

Zeigen Sie: alle Disjunktionsglieder von
Al=(-QAR)V(QAN-R)V(PAR)V(PAQ)

sind Primimplikanten der Formel A aus Aufgabe 2.4.3.
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Ubungsaufgabe 2.4.5
Zeigen Sie: Ist A eine DNF fiir B und ist A von minimaler (Zeichen-)Lénge,
dann sind alle Disjunktionsglieder von A Primimplikanden von B.

Ubungsaufgabe 2.4.6
In Lemma 2.22 wurde das Craigsche Interpolationslemma formuliert und
bewiesen.

Sei jetzt eine aussagenlogische Formeln A in disjunktiver Normalform A =
V: A\, Aij und eine Formel B in konjunktive Normalform B = AV, By
gegeben, so daf}

A— B

eine Tautologie ist. Finden Sie ein Verfahren um eine Formel C' mit den
Eigenschaften:

1. A— C und C' — B sind Tautlogien

2. In C' kommen nur Atome vor, die sowohl in A als auch in B vorkommen.

direkt aus den Normalformen von A und B abzulesen.

W. Craig hat die in Lemma 2.22 als erster entdeckt und bewiesen, sogar fiir
den préadikatenlogischen Fall. Der Beweis der hier genannten aussagenlogi-
schen Variante ist wesentlich einfacher.

Ubungsaufgabe 2.4.7

Fiir jedes n sei

ai
A

Ch=a(PL (P (Ps< (P, —P)--4)))

N S
-~

a2

1. Ist C), fiir jedes n eine Tautologie 7
2. Bringen Sie =C,, in KNF.
3. Geben Sie (C,)kkns an.

Ubungsaufgabe 2.4.8
Kann es eine kurze DNF geben ?

Ubungsaufgabe 2.4.9

Sei n die Anzahl der Literalvorkommen in C.

Geben Sie in Abhéngigkeit von n eine obere Schranke fiir die Anzahl der
Literalvorkommen in Cjy, s an.
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Ubungsaufgabe 2.4.10
Finden Sie dquivalente normierte sh-Formeln zu:

1. P,

2. PLNP,
3. P

4. PV Py

Ubungsaufgabe 2.4.11
1. Finde den reduzierten sh-Graphen fiir die von der Formel (P A P)V Py
erzeugte Funktion.

2. Finde den reduzierten sh-Graphen fiir die folgende Funktion

1 falls die Summe P; + ...+ P, ungerade ist
0 sonst

fO(P17P27P37P4):{

Sei o irgendeine zweistellige Boole’sche Operation. Eine wichtige Aufgabe
bei der Manipulation von sh-Graphen besteht darin, aus Graphen G; und
G, fiir die Funktionen f; und f5 einen sh-Graphen fiir die Funktion f; o f,
zu konstruieren. Die folgende Aufgabe stellt die Basis fiir diese Konstruktion
dar, effiziente Algorithmen findet man z. B. wieder in [Bry86].

Ubungsaufgabe 2.4.12
Sei o ein beliebiger binérer aussagenlogischer Operator. Zeigen Sie

1. sh(P;, A, B) o sh(P;,C, D) <> sh(P;, Ao C, B o D)
2. sh(P;, A, B) osh(P;,C, D) < sh(P;, Aosh(P;,C, D), Bosh(P;,C, D))

Dabei sind sh(P;, A, B), sh(P;,C, D),sh(P;, C, D) normierte sh-Formeln und
1<7.

Ubungsaufgabe 2.4.13
Sei A eine normierte sh-Formel, B entstehe aus A durch Vertauschung der
Konstanten 0 und 1. Zeigen Sie —A < B.

Ubungsaufgabe 2.4.14
Zeigen Sie:

Sh(Sh(Pl, PQ, Pg), P4, P5) = Sh(Pl, Sh(PQ,P4,P5), Sh(Pg,P4,P5))
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Ubungsaufgabe 2.4.15

Sei G ein reduzierter Shannongraph. Jedem Pfad in G von der Wurzel zu
einem Blattknoten kann in natiirlicherweise eine Konjunktion von Literalen
zugeordnet werden. Beschreiben wir einen Pfad als Folge von Indizes und
Knotenmarkierungen, beispielsweise 1 — 0 -3 — 1 —4 — 0 — w, so ist die
zugeordnete Konjunktion —P; A P; A —Py. Fiir jeden Pfad in G der zu dem
Blattknoten 1 fiihrt ist die so zugeordnete Konjunktione von Literalen offen-
sichtlich in Implikant fiir die durch G dargestellte aussagenlogische Formel.
Man konnte vermuten, dafl diese Implikant sogar ein Primimplikant ist.
Stimmt das?

Ubungsaufgabe 2.4.16
Berechnen Sie eine kurze konjunktive Normalform fiir die Formel

A= (A1 NAs) V(AL N A3)) V(A A A3)

Ubungsaufgabe 2.4.17 B
Sei S eine Menge von Klauseln. Fiir ein Literal L sei L das zu L komple-
mentdre Literal, d.h.

i -A fallsL=A
o A falls L =—-A

Ein Literal L heifit isoliert in S (im Englischen pure literal in S), wenn L in
keiner Klausel in S vorkommt. Eine Klausel C' in S heifit isoliert, wenn sie
ein isoliertes Literal enthélt.

Ist S eine unerfiillbare Klauselmenge und C' eine isolierte Klausel in .S, dann
ist auch S\ {C} unerfiillbar.

Ubungsaufgabe 2.4.18

Definition 2.47
Eine unerfiillbare Klauselmenge S heifit eine minimal unerfillbare Klausel-
menge, wenn jede echte Teilemenge Sy C S erfiillbar ist.

Sei S eine minimal unerfiillbare Klauselmenge dann gilt

1. S enthélt keine tautologische Klausel, d.h. keine Klausel C, die fiir eine
aussagenlogische Variable P sowohl P selbst als auch =P enthélt.

2. fiir jede Interpretation I gibt es Klauseln C, D € S und ein Literal L,
sodaBl I(C) =W, I(D) =F, L kommt in C' und L kommt in D vor.
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2.5 Erfiillbarkeit in speziellen Formelklassen

Wir erinnern uns an das in 2.3.2 zu SAT Gesagte, das Problem der Ent-
scheidung der Erfiillbarkeit einer aussagenlogischen Formel. Wie verhlt sich
SAT, wenn fiir die vorgelegte Formel eine bestimmte Normalform vorausge-
setzt wird?

Faktum

Fiir Formeln in DNF ist die Erfiillbarkeit in linearer Zeit, d.h. in O(n), ent-
scheidbar, wobei n die Linge der Eingabeformel ist.

Siehe Ubungsaufgabe 2.5.1.

Satz 2.48

(wird hier nicht bewiesen) Fiir Formeln in KNF ist das Erfiillbarkeitsproblem
bereits NP-vollstandig. Das gilt sogar fiir Formeln in sogenannter 3-KNF,
in der jede der konjunktiv verkniipften Disjunktionen héchstens 3 Literale
enthélt.

Definition 2.49
Eine Krom-Formel ist eine aussagenlogische Formel in KNF, in der jede
Disjunktion héchstens zwei Literale enthélt.

Satz 2.50
Fiir Krom-Formeln ist die Erfiillbarkeit in polynomialer Zeit entscheidbar.

Beweis Siehe Ubungsaufgabe 3.3.3 auf Seite 80.

2.5.1 Horn-Formeln

Definition 2.51

Eine Horn-Formel ist eine aussagenlogische Formel in KNF, in der jede Dis-
junktion hochstens ein positives Literale enthélt. Eine solche Disjunktion
heilt eine Horn-Klausel.

Beispiel 2.52
“PAQV-RV-S)A(-QV-S)ANRANSA(=QV P) ist eine Horn-Formel.

Eine Horn-Klauseln schreibt man haufig logisch dquivalent als Implikation:

-ByV..V-B,VA| B AN..NB,, - A
-ByV...Vv-B, Bin...NB,, —0
A A
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Dabei heifit By A ... A B, der Rumpf und A der Kopf der Horn-Klausel

Unser Beispiel lautet in dieser Schreibweise:
(P—=0)A(RANS—=Q)N(QANS—-0)ARANSA(Q— P)

Satz 2.53
Fiir Horn-Formeln ist die Erfiillbarkeit in quadratischer Zeit entscheidbar.

Beweis Wir geben einen quadratischen Algorithmus an, sieche Abbildung 2.17.

exists i
with Di unit
clause

No C satisfiable

mark all p
with Di = {p}

Y

exists i with
all atoms in
Ri marked

C satisfiable

Yes

for all i with - o
all atoms in Ri marked all atoms in Ri marked C unsatisfiable
mark Hi and Hi=0

Abbildung 2.17: Erfiillbarkeitsalgorithmus fiir Hornklauseln

Die Idee ist, sukzessive diejenigen Atome zu markieren, welche bei einer (viel-
leicht existierenden) erfiillenden Belegung den Wert W erhalten miifiten. Man
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erhélt dann tatsdchlich eine erfiillende Belegung oder stéft beim Versuch, ei-
ne solche zu finden, auf einen Widerspruch.

Sei C' = D1 A...NA D, eine Hornformel. Daf§ wir ein Atom in C markieren,
bedeutet, dal wir es an allen Stellen seines Auftretens in C' markieren.

Schritt 0:

Markiere alle Fakten (Horn-Klauseln mit leerem Rumpf). Wenn keine vor-
handen sind: gib aus ,erfiillbar® und halte an.

Schritt 1:

Suche nach einem D; = R; — K; in C, so daf§ alle Atome im Rumpf markiert
sind aber K; noch nicht. Falls keines existiert, gebe aus , erfiillbar* und halte

an.
Andernfalls sei R; — K das erste solche D;.

e falls K; # 0: markiere K iiberall in C' und wiederhole Schritt 1.

o falls K; = 0: gebe aus ,unerfiillbar® und halte an.

Gemessen an der Lénge der Eingabeformel C' haben beide Schritte lineare
Laufzeit. Da hochstens so viele Schritte zu machen sind, wie es Atome in C
gibt, hat der Algorithmus einen quadratischen Zeitaufwand.

Korrektheitsbeweis

Die Terminierung ist, wie erwahnt, stets gewédhrleistet. Zu zeigen ist noch,
daf

a) wenn der Algorithmus mit ,erfiillbar® endet, er auch eine erfiillende Bele-
gung gefunden hat und

b) wenn C' erfiillbar ist, der Algorithmus mit ,erfiillbar* abbricht.
a) Angenommen der Algorithmus endet mit der Ausgabe ,erfiillbar®. Wir

definieren I durch:

I(P)=W <« P wurde im Lauf des Algorithmus markiert.

Wir zeigen:

valp(D;) = W fiir alle t = 1,...,m, woraus val;(C) = val; (D1 A...ADy,) =
W folgt.

Falls D; ein Atom ist, so wurde D; in Schritt 0 markiert und val;(D;) = W
gilt. Falls D; = R; — 0, dann wurden nicht alle Atome in R; markiert, weil
sonst die Ausgabe ,unerfiillbar® erfolgt wére. Somit gilt val;(A) = F fur
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ein in R; vorkommendes Atom und damit val;(R; — 0) = W. Bleibt D; =
R; — K;. Falls ein Atom in R; nicht markiert wurde, so gilt val;(R;) = F
und damit val;(R; — K;) = W. Falls alle Atome in R; markiert wurden, so
wurde auch K; markiert, und es gilt ebenfalls val;(R; — K;) = W.

b) Angenommen C' ist erfiillbar und [ eine Interpretation mit val;(C) = W.
Wir zeigen, daf§ fiir jedes Atom A, das im Laufe des Algorithmus markiert
wird, val;(A) = W gilt. Das ist offensichtlich wahr fiir die Markierungen im
Schritt 0. Angenommen das Atom A wird im (¢ + 1)-ten Durchlauf durch
Schritt 1 markiert. Dann gibt es ein D; = R; — A in C, so da} im ¢-ten
Durchlauf alle Atome von R; markiert waren. Nach Induktionsvoraussetzung
wissen wir, dafl val;(R;) = W gilt. Da auflerdem nach Annahme val;(D;) =
W sein soll, gilt auch val;(A) = W.

Daraus folgt, dafl der Algorithmus nicht mit ,unerfiillbar* abbrechen kann,
da nicht alle Atome in einer Horn-Klausel der Form R; — 0 markiert werden
kénnen, denn dann wére [ keine C' erfiillende Belegung.

2.5.2 Aquivalenzformeln

Wir betrachten das Fragment AgFor aussagenlogischer Formeln, das einzig
aus
~,1,0

und aussagenlogischen Variablen aufgebaute Formeln enthélt.

Satz 2.54

Eine Formel A aus AgFor ist eine Tautologie

gdw.

jede Aussagenvariable hat eine gerade Anzahl von Vorkommen in A
und die Konstante 0 hat eine gerade Anzahl von Vorkommen in A.

Nach diesem Satz wire z. B.

((P<—>1)<—>(0<—>Q)> > ((P<—>Q)<—>O)
cine Tautologie,

((PHO)HP) “ (QH(OHP)HP)

aber nicht.

Man beachte, daf§ iiber die Haufigkeit des Vorkommens der Konstanten 1
nichts verlangt wird.

55



Beweis: Wir beginnen mit einem schnellen Beweis. Sei A eine Aquivalenzformel,
in der jede aussagenlogische Variable und die Konstante 0 in gerader Anzahl
vorkommen. Wir zeigen, dal A eine Tautologie ist.

1. Unter Ausnutzung der Assoziativitét
(A< (B« () < (A< B)+(0)
des Operators <+ konnen wir in A alle Klammern weglassen.

2. durch wiederholte Anwendung der Kommutativitdt von <> bringen wir
alle gleichen Variablen und Konstanten unmittelbar nebeneinander.

3. indem wir (X <> X) <> 1 mehrfach ausnutzen eliminieren wir paarwei-
se Atome und Vorkommen von 0.

4. nach Voraussetzung iiber A bleibt eine Aquivalenzformel iibrig, in der
nur noch die Konstante 1 vorkommt. Diese ist dquivalent zu 1.

In dem ersten Beispiel, sieht das so aus:

1. ((PHl)H(OHQ))H((PHQ)HO)
2 P10 QP—Q+0

3.1 P PR+ Q040

4. 1

Das ist sehr iiberzeugend und fiir das mathematische Beweisen als ein sozia-
ler Prozef} ausreichend. Ein strenger Beweis ist das nicht. Das Hauptproblem
ist, dafl in unserer Notation eine klammerfreie Schreibweise nicht vorgese-
hen ist. Wollte man den obigen Beweis einem maschinellen proof checker
zur Kontrolle geben, wiirde der schon mit einem Syntaxfehler beim Parsen
abbrechen.

Hier folgt eine mathematisch rigoroser Beweis.

Wir betrachten zuniéichst den Spezialfall, daff in A keine Aussagevariablen
vorkommen. A ist also nur aus <+, 1 und 0 aufgebaut.

Wir zeigen:

1. val(A) = W | wenn die Konstante 0 eine gerade Anzahl von Vor-
kommen in A hat
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2. val(A) =F sonst

Das 1483t sich durch Induktion iiber die Anzahl n der in A vorkommenden
<»-Zeichen beweisen.

Im Fall n = 0 besteht A nur aus einer Konstanten, die im Teil 1 die Konstante
1 und im Teil 2 die Konstante 0 sein muf.

Im Fall n > 0 enthélt A eine Teilformel der Form ¢; < 3, wobei ¢, ¢
Konstanten sind. Es sind drei Félle moglich:

1. Fall: ¢; und c; sind beide 1
2. Fall: ¢; und ¢, sind beide O

3. Fall: sonst.

Ay sei die Formel, die aus A hervorgeht, indem wir ¢; <+ ¢y ersetzen durch 1
in den beiden ersten Féllen und durch 0 im dritten Fall.

Offensichtlich gilt val(A) = val(Ap), und die Anzahl der Vorkommen von
0 ist entweder unverdndert geblieben oder hat sich um 2 verringert. Die
gewiinschte Behauptung fiir A folgt somit aus der Induktionshypothese fiir

Ap.
Wir kommen jetzt zum Beweis der allgemeinen Behauptung.

Zuniéchst nehmen wir an, dafl jede Aussagenvariable und die Konstante O
geradzahlig in A vorkommt. Formel A; entstehe, indem man jede Variable
P in A ersetzt durch 1 falls I[(P) = W bzw. durch 0 falls I(P) = F. Aj ist
offensichtlich eine Formel vom Typ 1. Nach dem Resultat des Spezialfalls gilt
also val;(A) = val(A;) = W.

Kommt die Konstante 0 ungeradzahlig vor, so belege I alle Aussagevariablen
mit W. Nach Teil 2 des Spezialfalls erhalten wir val;(A) = F und A kann
keine Tautologie sein.

Kommt die Konstante 0 zwar geradzahlig vor, aber eine Aussagevariable P
ungeradzahlig, so sei I eine Belegung, die P mit F und alle anderen Aus-
sagevariablen durch W' belegt. Wieder gilt val;(A) = F und A kann keine
Tautologie sein.
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2.5.3 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 2.5.1
Zeigen Sie, dafl fiir Formeln in DNF die Erfiillbarkeit in linearer Zeit, d.h. in
O(n), entscheidbar, wobei n die Linge der Eingabeformel ist.

Ubungsaufgabe 2.5.2 )
Formulieren Sie ein Kriterium fiir die Erfiillbarkeit einer Formel in AqFor.

Definition 2.55

Seien I, J zwei aussagenlogische Interpretationen. Wir sagen I ist kleiner als
J, I < J, wenn fiir jede aussagenlogische Variable P mit [(P) = W auch
J(P) =W gilt.

Ubungsaufgabe 2.5.3
Zeigen Sie, daB} es fiir jede erfiillbare Horn-Formel eine kleinste erfiillende
Interpretation gibt.

Definition 2.56
Eine definite Horn-Formel ist eine aussagenlogische Formel in KNF, in der

jede Disjunktion genau ein positives Literal enthélt. Eine solche Disjunktion
heifit eine definite Horn-Klausel.

Py A... N\ P, — 0 ist eine Horn-Formel, aber keine definite Horn-Formel.

Ubungsaufgabe 2.5.4
Zeigen Sie, dafl jede definite Horn-Formel erfiillbar ist.
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Kapitel 3

Aussagenlogik: Beweistheorie

3.1 Einleitende Bemerkungen

Unter der Beweistheorie einer Logik versteht man die Bemiithungen und Re-
sultate zum Anliegen, die in der Logik festgelegte Folgerungsbeziehung =
rein syntaktisch, ndmlich als Ableitbarkeit in einem bestimmten Regelsystem
nachzumodellieren. Es ist ja |= unter Bezug auf Interpretationen der gege-
benen Sprache definiert, und das in der ,,Formalitat® der Logik zu Ausdruck
kommende Ziel besteht darin, auch unter Absehung von jedem solchen Bezug
,schlieBen* zu koénnen. Falls und soweit das gelingt, ist ,,Schliefflen®, | Fol-
gern®, , Beweisen“ im Prinzip automatisierbar. Zur Informatik, dem Bereich
des algorithmischen Denkens, ergibt sich ein reiches Feld an Gemeinsamkei-
ten und Beziehungen, das die Entwicklung in den letzten zwanzig Jahren
besonders nachhaltig geprédgt hat.

Ein Regelsystem wie oben angesprochen heif3t traditionellerweise ein Kalksil.
Wir stellen vier solcher Kalkiile vor

e cinen vom , Hilbert-Typ“: weil sich theoretische Resultate hier beson-
ders leicht erhalten lassen, und weil solche Kalkiile die Wissenschafts-
geschichte nachhaltig geprégt haben;

e Resolution als den Kern des automatischen Beweisens;

e das Tableauverfahren, das in einer besonders einfachen und direkten
Weise das semantikbezogene Folgern nachbildet;

e Sequenzenkalkiil.
Sequenzenkalkiile, manchmal auch Gentzen-Systeme genannt, wurden
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von Gerhard Gentzen in [Gen35] (siehe auch [Gen69]) eingefiihrt fiir be-
weistheoretische Untersuchungen. Eine umfassende Darstellung unter
besonderer Beriicksichtung der Bedeutung des Kalkiils fiir das automa-
tische Theorembeweisen findet man in [Gal86]. Gallier und J.A.Robinson
halten den Sequenzenkalkiil aus pddagogischer Sicht fiir den am be-
sten geeigneten zur Vermittlung eines theoretischen Verstédndisses, siehe

[Gal86, Seite 145],

Alle vier Kalkiile werden wir spéter zu pradikatenlogischen ausbauen. Erst
dann sind sie eigentlich interessant, doch wird das Kennzeichnende der Ansétze
in unseren aussagenlogischen Vorversionen in besonders einfacher Weise deut-

lich.

3.1.1 Abstrakte Kalkiile

Definition 3.1
Unter einer formalen Sprache, (A, L), wollen wir fiir die Zwecke dieser Ein-
leitung verstehen

e cin (endliches oder unendliches, effektiv gegebenes) Alphabet A und

e [ eine entscheidbare Menge von endlichen Objekten iiber A, wie z.B.:
Wortern iiber dem Alphabet A, Listen aus Elementen aus A, endlichen
Bdumen mit Knotenmarkierungen aus A* etc..

(" Entscheidbar” bedeutet dann: entscheidbar in der Menge aller Objekte der
gegebenen Art.) Hier wird A zunéchst ein For0ys sein, spéter wird es sich
auch um andere, dem jeweiligen Konzept der ” Beweisfithrung” entsprechende
Datenobjekte handeln.

Fiir ein n € IN ist eine n-stellige Regel in (A, L) eine entscheidbare, n + 1-
stellige Relation iiber L. Ist R C L™ eine solche Regel und (u1, . . ., Uy, Upy1)
€ R, so heiflen

o (Uy, ..., Uy, Upsy) €ine Instanz von R
® uy,...,u, die Pramissen dieser Instanz

e u, 1 die Conclusio dieser Instanz.
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Die Instanzen von nullstelligen Regeln heiflen auch Aziome.

Ein Kalkil iiber der Sprache (A, L) ist eine endliche Menge von Regeln in
dieser Sprache.

In unserem Fall werden die Regeln oft sehr einfach entscheidbare Relatio-
nen sein: Sie lassen sich angeben durch Schemata, so dafl die sémtlichen
Instanzen einer Regel entstehen, indem man in einem festen Kontext Varia-
ble fiir Objekte in L durch beliebige solche Objekte ersetzt (ggf. unter mit
angegebenen Einschriankungen). In suggestiver Weise schreibt man ein sol-
ches Schema dann unter Verwendung eines horizontalen Strichs, welcher die
Préamissen einer Instanz von ihrer Conclusio trennt.

Beispiel: Das Schema

AVB,B—C C— A
A

steht fiir die dreistellige Regel
{{(AVB,B—C,C— A/A|A B,C € For0Oy)}.

3.1.2 Abstrakte Ableitbarkeit

Definition 3.2
In einer Sprache (A, L) sei Kal ein Kalkiil, und es sei M eine Teilmenge von
L. Eine Ableitung aus M in Kal ist eine Folge

(Upy .oy Upy)

von Wortern in L, so daB fiir jedes ¢ € {1,...,m} gilt:

e u; ist Axiom; oder
o u; € M; oder

e es gibt eine Regel R € Kal einer Stelligkeit n > 1 sowie Indizes
Ji,-ogn €{1,...,0 =1}, so daB (uyy, ..., uj,,u;) € R.

Im letzten Fall entsteht u; durch Anwendung von R auf gewisse vorangegan-
gene u;.

Man beachte, daf§ fiir i = 1 gilt {1,...,i — 1} =0, d. h. u; mul Axiom oder
ein Element von M sein.

u € L hei3t ableitbar aus M in Kal, kurz

M l_Kal u
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genau dann, wenn es eine Ableitung (ui, ..., u,,) in Kal gibt mit u,, = u.

Fiir () Fgq w schreiben wir gy u, fiir {v} Fgq u schreiben wir v gy u.

Lemma 3.3 (Monotonie)
Gelte M C N C L.
MbFtgxagu = Nrlrgau

Beweis Klar nach Definition von Fg,. Monotonie ist eine elementare Ei-
genschaft der logischen Ableitbarkeit, die wir im folgenden ohne Erwéhnung
benutzen werden. Erstaunlicherweise gab es aber auch eine Bewegung, nicht
monotone Kalkiile zu untersuchen.

Lemma 3.4 (Kompositionen von Ableitungen)
Es sei (ug,...,u,,v) eine Instanz einer Regel R € Kal, und fiir die Mengen
My, ..., M, C L gelte

M; Fgaq u; fir e =1,...,n. Dann gilt UM’ Fral v

i=1

Beweis Klar nach Definition von Fg;.

Lemma 3.5
(Kompaktheit der Ableitbarkeit) FEs sei Kal ein Kalkiil iiber (A, L). Dann
gilt fiir beliebige M C L, u € L:

MFggu < Esgibt eine endliche Teilmenge F von M mit E gy u.

Beweis

=

Sei (uy,...,uy) eine Ableitung von u aus M in Kal. Setzt man
E:=Mn{uy,...,un},

so ist (ug,...,u,) auch Ableitung von u aus E. Also F bk u.

< ist trivial.

Bemerkung
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Die Sprache fiir unsere Kalkiile kann aus den Formeln iiber einem Alphabet ¥
bestehen, aber auch aus Modifikationen solcher Formeln oder aus komplizier-
teren, aus Formeln aufgegbauten Datenobjekten. In solchen Féllen werden
wir die Definition von g, der Ableitbarkeit in Kal, ggf. so anpassen, dafl
man doch wieder (direkt) fiir Formelmengen M und Formeln A schreiben
kann

M Fga A.

Nimmt man das einmal vorweg, so ist unser Ziel bei zu entwerfenden Kalkiilen,
daB sie korrekt und vollsténdig seien im Sinne der folgenden Definition.

Definition 3.6
Kal ist korrekt, wenn fiir beliebige M C L gilt

Ml_KalA = M):A

Definition 3.7
Kal ist vollstindig, wenn entsprechend stets gilt

M):A = MbtguA.

Ein korrekter und vollstandiger Kalkiil modelliert also genau |=.

Neben der Moglichkeit die Beweise in einem Kalkiil als Folgen von Formeln
zu definieren, wie wir das in Definition 3.2 getan haben, ist es héufig hilfreich
Beweisbdume zu betrachten.

Definition 3.8

Ein Beweisbaum, B, in einem Kalkiil {iber einer Menge M von Voraussetzun-
gen ist ein Baum, dessen Knoten mit Formeln des Kalkiils, d.h. Elementen
aus L, markiert sind, so daf} gilt:

e alle Blitter von B sind mit Axiomen oder Elementen aus M markiert,

e ist K ein innerer Knoten von B mit den unmittelbaren Nachfolgerkno-
ten Kq,...K,,, sei u die Markierung von K und u; die Markierung von
K;, dann gibt es eine Regel R des Kalkiils, so dafl (uq, ..., u,,u) eine
Instanz von R ist.

Satz 3.9

Sei Kal ein beliebiger Kalkiil, M C L.

Dann gilt M kg, A genau dann, wenn es einen Beweisbaum in Kal iiber M
gibt mit der Wurzelmarkierung A.

Auch der Begriff der Ableitung — oder: des ,,Beweises“ — wird bei manchen
Kalkiilen noch etwas modifiziert werden miissen. Wir tun das ohne eine all-
gemeinere Definition, jeweils am Beispiel.
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3.1.3 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 3.1.1

Sei Kal ein beliebiger Kalkiil. Zeigen Sie, dafl unabhéngig von der speziellen
Wahl der Regeln fiir Kal die Ableitungsrelation F g, monoton und transitiv
ist.

Monotonie:

Aus M Fgy A und M C M’ folgt M’ Fyy A.

Transitivitét:

Aus M Fgg Aund N Fgy B fir alle B € M folgt N Fgq A.
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3.2 Der aussagenlogische Hilbertkalkiil

DAviD HILBERT ist einer der wesentlichen Begriinder der aziomatische Logik.
Seine Arbeiten markieren den Ubergang der Logik von einer philosophischen
Disziplin zur Mathematischen Logik.

Kalkiile vom Hilbert-Typ sind weniger auf Effizienz (Kiirze der Beweise)
und Komfort (leichtes Finden von Beweisen, Flexibilitdt im Formulieren von
Beweisideen) hin ausgelegt, als auf Sparsamkeit.

Die nachfolgende Darstellung folgt im wesentlichen [Men87].

3.2.1 Der Kalkiil

Der folgende Kalkiil arbeitet . offiziell nicht auf der vollen Sprache For0y;,
sondern auf ihrer Einschrankung auf die Basis {—, —}. Das nédmlich sind die
einzigen in den Axiomen auftretenden logischen Operatoren, und auch durch
weitere Regelanwendung kénnen keine neuen hinzukommen. Wir gestatten
uns trotzdem, gleich in unserer vollen Sprache ForQOy zu arbeiten, indem wir
1, 0, A, V, < einfach als Abkiirzungen auffassen. Es stehe

1 fir: Py — B ( Py ist das erste Element von 3 )
0 fir: -1

ANB fir: —(A— —-B)

AV B firm -A— B

A+ B fir: (A— B)A(B— A)

Mit der Semantik dieser Operatoren steht das ja im Einklang.
Definition 3.10

Es sei ¥ eine aussagenlogische Signatur. HOy;, oder (im folgenden stets) kurz
HO, ist der folgende Kalkiil in der aussagenlogischen Sprache iiber X.

Axl: =g (Abschwichung)
AX2: BSOS TS B ASO) (Verteilung von —)
AX3: A RS ESA (Kontraposition)
Mp: A’AT_’B (Modus ponens)

Die (im Prinzip natiirlich jeweils notwendige) Indizierung durch ¥ haben wir
weggelassen, wir schreiben also Ax1 anstelle von Axly.
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Lemma 3.11
Jedes Axiom von HO (d. h. A € Ax1 U Ax2 U Ax3) ist allgemeingiiltig.

Beweis

Direktes Nachrechnen
Beispiel 3.12
Fiir jede Formel A gilt: Fgo A — A.

Beweis

Wir geben eine Ableitung aus ) an.

1. (A—>((A—>A)—>\Ai_,))—>((A—>(A—>A))—>(A—>\A>))
(Ax2) B C B c
2. A= (A= A) = A) Ax1

3. (A= (A— A)) - (A— A) Mp auf (2),(1)
4. A= (A= A) Ax1
5 A— A Mp auf (3),(4)

HO eignet sich nicht besonders gut, um Ableitungen zielgerichtet zu finden.
Einiges hierzu 1afit sich gleichwohl sagen.

Zunéachst einmal haben wir das folgende ,, Kompositionslemma*

Lemma 3.13
(Komposition mittels Modus ponens)

M1 }_HO A, M2 I_HQA—>B = M1UM2 }_HO B.

Das wichtigste Instrument jedoch fiir das Finden einer Ableitung bildet der
folgende Satz, der eine bestimmte Austauschbarkeit zwischen dem meta-
sprachlichen Operator Fgg und dem objektsprachlichen Operator — zum
Inhalt hat.

Satz 3.14
(Deduktionstheorem der Aussagenlogik) Fiir beliebige Formelmengen M und
Formeln A, B gilt:
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Beweis

Wir lassen den Index HO weg.

= .
Es gelte M F A— B. Dann
MU{A} +F A— B. (erstrecht)
MU{A} + A (trivialerweise)
MU{A} - B (Mp)
~.

Es gelte: MU{A} - B. Sei (Ay, ..., A,) Ableitung von B aus M U{A}. Wir
wollen zeigen: M - A — B, d. h. M - A — A,,. Wir zeigen sogar fiir alle
ie{l,....m},daB M - A — A;, und zwar durch Induktion iiber i. Sei i
mit 1 <17 < m gegeben. Nehmen wir also an, daf fiir alle j < ¢ schon gezeigt
ist: M= A — Aj.

Fall 1:
A; € MU Ax1 U Ax2 U Ax3. Dann gilt:
MFE A (trivial)
MEFA — (A= A) (Ax1)
Fall 2:

A; = A. In Beispiel 3.12 haben wir schon gezeigt: M = A — A,.
Fall 3:

Es gibt j < ¢ und k <4 mit Ay = A; — A;. Nach obiger Annahme (Indukti-
onsvoraussetzung) wissen wir:

MEA— A

MEFA—= (4 = A4A)

Man hat ferner

MEFA—=A —4)—>(A=4)—= (A= 4)) (Ax2)
also

MEA—= A (2mal Mp).

Wir geben jetzt Beispiele ableitbarer Formeln an (aus [Men87]). Die hinge-
schriebenen Beweise sind nicht unmittelbar Ableitungen, sondern Folgen von
Ableitbarkeitsaussagen, die mit Hilfe von

e Axiomen
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e dem Kompositionslemma (Mp)

e dem Deduktionstheorem

gewonnen sind und aus denen sich Ableitungen dann unmittelbar herstellen
lassen.

Beispiel 3.15
Fiir beliebige Formeln A, B, C sind in HO aus () ableitbar

(A= B)— ((B—C)— (A—C)) (Transitivitat)

—~
—_
~—

(2) A—-((A— B)— B) (Modus ponens)
3) —A—-A (Doppelte Negation)
(4) A— ——A
(5) (A— B) = (=B — —A) (Kontraposition)
(6) A— (-B—-(A—B)) (Semantik von —)
(1) -A— (A— B)
8) A—(B— (A— B))
9) ~(A—-B)— A
(10) —~(A— B)— —-B
(11) (A—-A) - -A (Selbstwiderlegung)
(12) (A= A)— A
(13) (A— B)— ((mA— B) = B) (Fallunterscheidung)
(14) ~(A—A)— B (Ex falso quodlibet)
Beweis

Wir sollten versuchen, so oft wie moglich das Deduktionstheorem (DT) zu
verwenden. Statt Fyyo schreiben wir kurz .
(1) {A-B,B—C,A}FA (trivial)
{A-B,B—-C/AlFA—B (trivial)
{A—-B,B—C,A}FB (Mp)
{A—-B,B—-C/A}FB—C (trivial)
{A—-B,B—CA}+-C (Mp)
{A=-B,B—-C}FA—=C (DT)
{A=-B}F(B—-C)—=(A=C0C) (DT)
FA—=B) = (B—=C)—=(A—=C)) (DT)

(Versuchen Sie (eine Zeit lang) direkt, also ohne Verwendung des Dedukti-
onstheorems, eine Ableitung (A;,...,A4,) von (A - B) — ((B —» C) —
(A — ()) aus () hinzuschreiben.)
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{A,A— B} A (trivial)
{AJA— B}-A— B (trivial)
{A,A— B} B (Mp)
FA— ((A— B)— B) (2mal DT)

FmmA = (A A = A (
{—|—|A} F——4 - ——A (
{—|—|A} H <—|—|—|—|A — —|—|A) — (—|A — —|—|—|A) (
{—|—|A} F—-A— —-—A (Mp)
{——A}F (-A - =—=A) -5 (——A = A) (
(=AY A A (

(

(

{~—A}F A DT)
F-—A—= A DT)
-4 = -A (mit (3))
F(=—=A— -A) = (A— -—A) (Ax3)

FA— A (Mp)

{A— B}F (A — —--B) = (=B —-4) (
{A—)B}l‘ﬁﬁA—)A (
{A-B}FA—>B (
{A—-B}+F—-—A—B ( (1)
{A—-B}+-B— ——B (mit (4))
{A—)B}l——!—!A—)—!—!B ( (1)
{A— B}F-B— —a (
F(A— B)— (-B — —A) (

HFA— ((A— B)— B)

AN N N N TN
wn
4.
) .
=
D
—
t
N—
N—

{A}F(A— B)—> B DT)
{A} - ((A— B) - B) - (-B = =(A — B))

{A} F-B — —|<A — B) Mp)
FA— (=B — —-(A— B)) DT)

F-A— (-B — —A) (
{—|A} F-B — —-A (
{—|A} (e <—|B — —|A) — (A — B) (AX?))
{~A} F (A B) (
+H-A— (A— B) (
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8) {A}+-B— (A— B) (Ax1)
FA— (B—(A—B)) (DT)

9) F-A—(A— B) (mit (7))
F—-(A— B) = —-—A (mit (5), Mp)
F-—A— A (mit (3))
F-(A—B)— A (mit (1), 2mal Mp)

(10) FB—(A—=B)  (Axl)
F—-(A— B) - —-B (mit (5), Mp)

(11) FA— (7—mA— ~(A— -A4)) (mit (6))
{A} F—-—A— —|(A — —|A) (mit DT)
{A} F—-=A (mit (4), Mp)
{A} F ~(A — -4) (Mp)
FA— —=(A— -A) (DT)
F(A— =(A—-A4) - (-—(A—-A) - -A) (mit (5))
F==(A—-A) - -A (Mp)
F(A— -A) - (A - -A) (mit (4))
F(A—-A) —-A (mit (1), 2mal Mp)

(12) F(mA— ——A) - -4 (mit (11))
Verwende nun (3) und (4).

(13) {(A—B),(~A— B)} - (A— B) (trivial)
{(A— B),(mA— B)} F (=B — —A) (mit (5), Mp)
{(A— B),(mA— B)} - (=A— B) (trivial)
{(A—=B),(mFA— B)}F (-B — B)  (mit (1), 2mal Mp)
F(-B—B)— B (mit (12))
[(A= B),(~A— B)}F B (Mp)
F(A— B)— ((nA— B) — B) (2mal DT)

(14) {-B}FA— A (mit dem Beispiel in 3.2)
F(A—A) = -—(A—A) (mit (4))
{-B}F—~=(A— A) (Mp)

F-B — —|—|<A — A) (DT)
F-(A— A)— B (Ax3, Mp)

Fiir die folgenden Formelschemata versuche der Leser selbst, die Ableitbar-
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keit zu beweisen. Wie schon gesagt, sind 1, 0, V, A, <> als Abkiirzungen

aufzufassen.

(15)
(16)
(17)
(18)

(19)

A—1

0—+A

A— (B— ANANB)
AVB <+ BV A

AVA- A

Ubungsaufgabe 3.2.1

Beweisen Sie im Hilbert-Kalkiil: A, —-A F B.

3.2.2 Metatheoreme

Satz 3.16

Sei M C For0Osx, und A € ForOs,.

1. Aus M by A folgt M = A
Korrektheit von HO.

2. Insbesondere gilt fiir M = ()
Gilt M Fgo A dann ist A eine Tautologie.

3. Aus M | A folgt M Fgo A.
Vollstandigkeit von HO.

4. Insbesondere gilt fiir M = ()
Ist A eine Tautologie dann gilt M Fgo A.

(20)
(21)
(22)
(23)

(24)

A— (AV B)
ANB+ BANA
ANA+ A
ANA— A

—|A<—>(A—>0)

5. Gilt M = A, dann gibt es eine endliche Teilmenge £ C M mit E = A.

Bewelis:
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zu Teil 1 Esgelte M o A, d. h. es gibt eine Ableitung (A4, ..., A,,) in HO
mit A, = A. Zu zeigen ist M = A, d. h. val;(A) = W fiir jede Interpretation
[ von 3, welche Modell von M ist. Sei I eine solche Interpretation. Wir zeigen
(schérfer)

valp(A;)) =W firi=1,...,m

und zwar durch vollstandige Induktion nach 7. Nehmen wir also an, daf fiir
alle j < i schon gezeigt sei val;(A;) = W.

e Fall 1: A; € M. Dann gilt val;(A;) = W nach Voraussetzung.
e Fall 2: A; ist Axiom. Dann ist A; allgemeingiiltig (Lemma 3.11).

e Fall 3: Es gibt j,k < ¢ mit Ay = A; — A;. Nach Induktionsvorausset-
zung ist dann val;(A4;) = W und val;(4; — A;) = W, und aus der
Semantik von — ergibt sich val;(A4;) = W.

zu Teil 2 Spezialfall von Teil 1.
zu Teil 3 Siehe z.B. [Men87, Ric7§]
zu Teil 4 Spezialfall von Teil 3.

zu Teil 5 Gilt M = A, dann gilt auch M Fgo A nach Teil 3. Nach Defini-
tion ist eine Ableitung eine endliche Folge von Formeln. In dieser endlichen
Folge kann nur eine endliche Teilmenge E von Elementen aus M vorkommen.
Offensichtlich gilt immer noch E Fgo A und mit Teil 1 folgt F = A.

Ubungsaufgabe 3.2.2
(Endlichkeitssatz) Fiir beliebige M C For0y gilt:

M hat ein Modell <« Jede endliche Teilmenge von M hat ein Modell.
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3.3 Aussagenlogische Resolution
Merkmale des Resolutionskalkiils

e Widerlegungskalkiil
e Voraussetzung: Alle Formeln sind in konjunktiver Normalform.

e Es gibt eine einzige Regel (Resolution), die eine Modifikation des Modus
ponens ist

e Es sind keine logischen Axiome mehr notwendig; insbesondere entfillt
die Suche nach (,langen“) passenden Instantiierungen der Axiomen-
schemata Ax1, Ax2, Ax3.

3.3.1 Syntax und Semantik

Wir verwenden die Sonderzeichen

®
e O (fiir die leere Klausel, s. u.)

e ferner Zeichen fiir die Bildung von Mengen:
geschweifte Klammern und Komma.

Gegeben sei eine aussagenlogische Signatur ¥ (Atome), Literale sind die
Atome und die negierten Atome. Eine Klausel ist eine endliche Menge von
Literalen. O ist die leere Klausel. Die grundlegende Datenstruktur, auf der
wir operieren, sind die Mengen von Klauseln.

Eine Klausel lesen wir als die Disjunktion der ihr angehérenden Literale, eine
Menge von Klauseln als die Konjunktion der den Klauseln entsprechenden
Disjunktionen. Bis auf die Reihenfolge der Disjunktions- bzw. Konjunktions-
glieder sind also in umkehrbar eindeutiger Weise die Formeln in konjunktiver
Normalform wiedergegeben. Wir schreiben C, Cj, ... fiir Klauseln (also C' = O
oder C = {Ly, ..., Ly} fiir Literale Ly, ..., Lj) und M, M;, ... fiir Mengen von
Klauseln. Ist I : ¥ — {W, F'} eine Interpretation der Atome, so hat man als
zugehorige Auswertung

valy : Mengen von Klauseln — {W, F'}
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die folgende:

(L) falsLey
WHHHH:{nMMHM)ﬁML:ﬂRPEZ

fiir Literale L,

val;({C}) = { I;IT/ falls ein L € C' existiert mit val;({{L}}) =W

sonst
fiir Klauseln C,
W falls fir alle C € M gilt: val;({C}) =W
valI(M) - { F sonst i e

Es folgt also
val;({0}) = F,

val;(0) =W
fiir die leere Klauselmenge (). Wir schreiben zur Abkiirzung

valy(L) statt val;({{L}}),

val(C) statt val;({C}).

3.3.2 Kalkiil

Definition 3.17 (Resolutionsregel)
Die aussagenlogische Resolutionregel ist die Regel

C,U{P},CoU{~-P}
C; UC,

mit: P € X, (1, Cy Klauseln iiber 3.

C1 U Oy heifit Resolvente von Cy U{P}, Cy U{—-P}.

Die Resolutionsregel ist eine Modifikation des modus ponens. Es ist ndmlich
auch die Erweiterung von MP,

AVC, A=B . AVC —AVB

(MP’) CvVB ’ ’ CV B

eine giiltige Regel. Setzt man A := P, C} := C und C5 := B, so erhélt man
gerade die Resolutionsregel.
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Definition 3.18 (Resolutionskalkiil)
Sei M eine Klauselmenge.

1. Mit Res(M) bezeichen wir die Menge aller Resolventen von Klauseln
aus M.

2. RY(M) =M
3. R\PY(M) = Res(R") U R}

4. M Fgro A gilt genau dann, wenn es ein n gibt mit A € Ry (M)

Der Index 0 soll wieder daran erinnern, dafl wir es hier mit der aussagenlo-
gischen Variante des Resolutionskalkiils zu tun haben. Die Erweiterung auf
die Pridikatenlogik erfolgt spéter, siehe Def. 5.23.

Da RO als Widerlegungskalkiil gedacht ist, interessieren wir uns fiir Situa-
tionen M Fgro O, wo also aus der Klauselmenge M die leere Klausel durch
Resolution ableitbar ist. Wenn aus dem Kontext ersichtlich schreiben wir
einfach anstelle von Fgp.

Beispiel 3.19

Gegeben sei die Klauselmenge
M = {{P17 P2}7 {P17 _'P2}7 {_'P17 P2}7 {_'P17 _'PQ}}
{P17 P2}7 {P17 _'P2}
{1}
{_'Pla PQ}a {_'Pla _'PQ}
{~P1}
{P} {-P}

O

Insgesamt:
M l_Res u

3.3.3 Korrektheit und Vollstandigkeit

Vorbemerkung

Im Gegensatz zu HO enthélt RO keine logischen Axiome. Im Sinne des direk-
ten Beweisens kann RO also nicht vollsténdig sein. Z. B. gilt fiir die Formel
P — P — oder gleichbedeutend fiir die Klausel {—P, P} — sicherlich
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0 t/ro {—P, P}.

RO soll ja auch als Widerlegungskalkiil arbeiten, und zwar auf Klauselmen-
gen, d. h. Formeln in KNF. Es wird also (wenn wir zunéchst wieder in unserer
vertrauten Sprache mit Formeln aus For0Oys, formulieren) eine Folgerbarkeits-
aussage

MEA
(M C For0Os, A € For0Os) zuerst einmal umformuliert in die gleichbedeuten-

de
M U {—A} ist unerfiillbar

oder
M U{=A} = false.

Bringt man die Formeln M U {=A} in KNF und schreibt sie dann als Klau-
selmenge, etwa M, schreibt man ferner wieder O statt false, so erhilt man
als wiederum gleichbedeutende Aussage

M ist unerfiillbar

oder o
M E O

RO wire als Widerlegungskalkiil korrekt und vollsténdig, wenn dies, fiir be-
liebige M, dquivalent wire zur Ableitbarkeit von O aus M in RO.

In unserem Beispiel P — P haben wir die {—[P — P|} entsprechende Klau-
selmenge zu bilden, also {{—P},{P}}. Sie liefert in einem einzigen Resolu-
tionsschritt O.

Satz 3.20 (Korrektheit und Vollsténdigkeit)
Es sei M eine Menge von Klauseln {iber einer aussagenlogischen Signatur ..
Dann gilt

M unerfilllbar < M g O.

Beweis

Korrektheit: Ubung

Vollstindigkeit:

Wir zeigen die gewiinschte Behauptung durch Kontraposition, d.h. wir ge-
hen von der Voraussetzung aus, dal O aus M mit Hilfe des Kalkiils RO nicht
herleitbar ist und beweisen die Erfiillbarkeit von M.
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Wir fixieren eine feste Reihenfolge der Atome, z. B. die durch den Index ge-
gebene, Py,...,P,,....

Mit M, bezeichnen wir die Menge aller Klauseln C, fiir die M Fgo C gilt. Es
gilt also M C My und O € M,. Wir werden im folgenden eine Interpretation
I angeben, so dafl val;(My) = W ist, d.h. fiir alle C' € My ist val;(C) = W.
Insbesondere ist dann M als erfiillbar nachgewiesen.

Wir definieren I induktiv. Angenommen I(Fp),...,I(P,_1) sind schon fest-
gelegt, dann setzen wir

I (P n) = I,

genau dann, wenn gilt:

My enthilt eine Klausel C' = C;U{—=P,}, so daf in C} nur Atome
P; mit i < n auftreten, und val;(C;) = F.

Fiir den Indunktionsanfang besagt das:

I(R) =W & {=P} & M.

Es bleibt nachzuweisen, daf fir alle C' € M, gilt val;(C') = W. Fiir jede
Klausel C sei index(C) =i+ 1, wobei i die grofite natiirliche Zahl, so dafl P;,
negiert oder unnegiert, in C vorkommt. Mit anderen Worten, index(C) ist die
kleinste Zahl, so daf fiir alle in C' vorkommenden Atome P; gilt ¢ < index(C).
Beachten Sie, dal O ¢ M,. Die Behauptung wird durch Induktion iiber
index(C') bewiesen.

Im Induktionsanfang, index(C) = 0, muB C' = O gelten. Die Behauptung ist
erfiilllt weil O & M, gilt.

Sei also fur alle C' € My mit index(C) < n, n > 1 schon val;(C) = W
nachgewiesen und D € My mit index(D) = n vorgelegt.

1.Fall D = Dy U{=P,_1}, index(Dy) <n

Falls schon val;(Dy) = W gilt, dann gilt natiirlich umso mehr val;(D) = W.
Falls val;(Dy) = F, dann sind wir genau in der Situation, die I(P,_1) = F
in der Definition von I erzwungen hat. Woraus auch val; (D) = W folgt.
2.Fall D = Dy U{P,_1}, index(Dy) <n

Falls schon val;(D;) = W gilt, dann sind wir natiirlich fertig. Also betrachten
wir im folgenden nur noch die Méglichkeit val; (D) = F. Falls I(P,_1) = W
gilt, dann haben wir sofort val;(D) = W, wie gewiinscht. Wenn I(P,_;) = F
gilt, dann muf} es dafiir nach Definition von I einen Grund geben, d.h. eine
Klausel C' = Cy U{=PF,_1} € My, so dal index(C}) < n und val;(Cy) = F.
Da M, abgeschlossen ist unter Ableitbarkeit in RO mufl auch die Resolven-
te R = Cy U Dy als das Ergebnis der Resolution von C' mit D in M, lie-
gen. Da offensichtlich index(R) < n gilt, mufl nach Induktionsvoraussetzung
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valr(R) = W sein. Das steht aber im Widerspruch zu val;(D;) = F und
valr(Cy) = F. Der zuletzt betrachtete Fall kann also nicht auftreten und
valr(D) = W ist in allen Féllen nachgewiesen.

3.Fall D =Dy U{P,_1,7P,_1}, index(Dy) <n

In diesem Fall ist D eine Tautologie und val;(D) = W ist in jedem Fall wahr.

Beispiel 3.21

Als ein erstes Beispiel fiir das Arbeiten mit dem Resolutionskalkiil stellen wir
uns die Aufgabe zu zeigen, dafl

(A-B)—» ((B—=C)— (A—(0))

eine Tautologie ist.

Dazu werden wir zeigen, dafl die Negation dieser Formel
“((A—-B)»(B—=C)—=(A—(0)

nicht erfiillbar ist.

Als erstes mufl diese Formel in Klauselnormalform gebracht werden. Das
Ergebnis ist
M = {{_'A7 B}v {_'B7 C}v {A}7 {_'C}}

Aus M 148t sich wie folgt die leere Klausel ableiten

0 {4 B8]
2 0  {=BC}
3 0 {A}
4 0  {=C}
(5) [1,3] {B}
(6) [2,5] {C}
(7) [4,6] O

Um Resolutionsbeweise leichter lesbar zu machen numerieren wir alle darin
vorkommenden Klauseln durch und geben in eckigen Klammern jeweils die
Nummern der Elternklauseln an.

Notwendigkeit der Mengenschreibweise
Die Menge von Formeln

E={P,V~-P,~PV P,~P VP, PV P}
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ist sicherlich nicht erfiillbar.
Resolutionsmoglichkeiten:

PV aPy, PV PR, PV aP, P VP,

PV aPb, PV -P
P VAP, PV -PR, PV Py, 2PV P,
PV aPb, P VP,

Auf diese Weise ist O nicht herleitbar.

3.3.4 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 3.3.1
Beweisen Sie mit Resolution:

(plhl — —p2hl)
plhl — —p3hl
p2hl — —p3hl

E g (=plhl A —plh2)
(plh2 — —p2h2)
IR

A
A
A F oV (=p2hl A —p2h2)
A (plh2 — —p3h2 V (=p3h1 A =p3h2)
A (p2h2 — —p3h2

Diese Aufgabe ist die aussagenlogische Formulierung eines kombinatorischen
Prinzips, des sog. Dirichletschen Schubfachprinzip. Es thematisiert die offen-
sichtliche Tatsache, daff man n 4 1 verschiedene Dinge nur dann in n Schub-
laden unterbringen kann, wenn in mindestens einer Schublade mindestens
zwei Dinge untergebracht sind. Im Englischen redet man von n + 1 Tauben
und n Taubenschldgen und nennt das ganze  pigeon hole principle. Dieses
Prinzip ist fiir den Fall n = 2 so in aussagenlogische Form umgesetzt, daf3
ein Atom plhl wahr ist, wenn die 1. Taube im 1.Taubenschlag untergebracht
ist, und analog fiir die anderen Atome pihj. Die Voraussetzung besagt dann,
dafl keine zwei Tauben im selben Taubenschlag untergebracht sind und die
zu beweisende Disjunktion besagt, dal dann eine Taube nicht untergebracht
ist.

Ubungsaufgabe 3.3.2
Man konnte versucht sein, zur Verkiirzung von Beweisen im Resolutionskalkiil
zwei Resolutionsanwendungen in einer neuen Regel zusammenzufassen:

C1U{P,Q},CoU{-P,-Q}
Ci U0,

Zeigen Sie, daf} diese Regel nicht korrekt ist.
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Ubungsaufgabe 3.3.3
Beweisen Sie den Satz 2.50 (Seite 52):
Fiir Krom-Formeln ist die Erfiillbarkeit in polynomialer Zeit entscheidbar.

Ubungsaufgabe 3.3.4

Definition 3.22 (Geordnete Resolution)
Sei < C At x At eine beliebige Ordnungsrelation auf der Menge At, siehe
Definition 1.1 auf Seite 1

Die Ordnungsrelation wird fortgesetzt auf die Menge aller Literale, indem die
Negationszeichen schlichtweg ignoriert werden, d.h. fiir zwei Literale L; €

{Al, _|A1}, L2 c {AQ, _|A2} gllt
L < Ly gdw Al < AQ

Ein Literal L ist <-maximal in einer Klausel C' gdw. es kein L' € C' gibt mit
L<L.

Eine Anwendung der Resolutionsregel
CiU{P},CoU{=P}
CruUCy

heilt ein geordneter Resolutionsschritt beziiglich <, wenn P maximal in C; U
{P} und =P maximal in Cy U {—P} ist.

Beweisen oder widerlegen Sie die Vollstdndigkeit einer Variante des Resolu-
tionskalkiils, bei der nur geordnete Resolutionsschritte erlaubt sind.

Hinweis: Beachten Sie den Beweis des Vollstandigkeitssatzes 3.20 von Seite

76.

Ubungsaufgabe 3.3.5
In dieser Aufgabe wollen wir eine Variante des Vollstdndigkeitsbeweises des
Resolutionskalkiils, siehe Satz 3.20, untersuchen.

Wir édndern die induktive Definition der Belegung I folgendermaflen ab:
I(P,) =W,
genau dann, wenn gilt:

My enthilt keine Klausel C' = Cy U {=P,}, so daf} in C} nur
negative Literale =P; mit ¢ < n auftreten, und val;(Cy) = F.
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Zeigen Sie, dafl auch fiir diese Belegung I fiir alle Klauseln C' € M, gilt
valr (C) =W.

Ubungsaufgabe 3.3.6
Wir nennen einen Resolutionsschritt

C,U{P},CyU {~P}
CLUCy

einen negativen Resolutionschritt wenn die Klausel Cy U {=P} nur negative
Literale enthélt.

Beweisen oder widerlegen Sie die Vollstdndigkeit einer Variante des Resolu-
tionskalkiils, bei der nur negative Resolutionsschritte erlaubt sind.
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3.4 Aussagenlogische Tableaux

Vorbemerkung

Auch der im folgenden vorgestellte Tableaukalkiil ist ein Widerlegungskalkiil,
und er ist korrekt und vollsténdig:

MEA & MU{=A} 0.

Er leistet aber noch mehr: wenn M P~ A und M endlich, dann wird eine
Interpretation I, so dafl val; auf M wahr und auf A falsch ist, tatséchlich
geliefert.

Literatur: [Smu68], [Fit90].

3.4.1 Syntax und Semantik

Wir betrachten in diesem Abschnitt aussagenlogische Formeln aus A € For0Oy,
wie sie in Definition 2.3 eingefithrt wurden. Die Operatoren sind also —, A,
V, — und 1 und O treten als Konstanten auf.

Definition 3.23 (Vorzeichenformeln)

Eine Vorzeichenformel ist eine Zeichenkette der Gestalt 0A oder 1A mit
A € ForQOy. Dabei sind 0, 1 neue Sonderzeichen, die Vorzeichen, im Alphabet
der Objektsprache.

Vorzeichen treten nur einmal am Beginn einer Formel auf, deswegen ist auch
eine Verwechslung mit den Booleschen Konstanten ausgeschlossen.

Mit der Kuriositat, dafl 01,11, 00,10 legitime Vorzeichenformeln sind wollen
wir leben,.

Bemerkung

Die Spracherweiterung ist nicht wirklich notwendig, sondern dient nur der
Durchsichtigkeit und Anschaulichkeit des Tableauverfahrens und bietet au-
Berdem einen Ansatzpunkt fiir Verallgemeinerungen auf Tableauverfahren
fiir nichtklassische Logiken. Das Vorzeichen und die aussagenlogische Ver-
kniipfung fithren zu einer Unterscheidung von zehn Typen von Formeln. Um
spitere Beweise durch Fallunterscheidung zu vereinfachen, iibernehmen wir
die von R.Smullyan eingefiihrte uniforme Notation.
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Definition 3.24 (Typen von Vorzeichenformeln)

Typ € (elementarer Typ): 0P, 1P fiir P € X
Typ o  (konjunktiver Typ): 0-B, 1-B, I(BAC),0(BVC), 0(B — C)
Typ 8 (disjunktiver Typ): 0(BAC), 1(BV (), I(B — C)

Definition 3.25 (Abkémmlinge)

Zu jeder nicht elementaren Vorzeichenformel V' definieren wir zwei Abkomm-
linge Vi, V4 (die auch identisch sein konnen) geméfl den folgenden Tabellen
‘VomTypa‘Vl ‘VQ ‘

0-B 1B 1B | Vom Typ 8 | Vi | Vs |
1-B 0B | 0B 0(BAC) [0B]0C
I(BAC) |1B|1C (BvC) |1B|1C
0BVC) |0B]|o0C I(B—C) |0B|1C
0B—C) |1B]|0C

Elementare Vorzeichenformeln haben keine Abkémmlinge.

Ist I eine Interpretation der Atome und val; die zugehorige Auswertung der
Formeln ohne Vorzeichen in For0Oy. Wir setzen wval; fort auf die Menge aller
Vorzeichenformeln durch

valr(0A) = val(—A),

und

valr(1A) = val(A).

Lemma 3.26
Fiir eine Vorzeichenformel V' gilt

vom Typ o wvaly(V)=W & wal;(Vi) =W und wval; (Vo) =W
vom Typ B: wvaly(V)=W & wal;(Vi) =W oder wval;(Va) =W

Hieran orientiert sich nun das nachfolgende Tableauverfahren.

3.4.2 Kalkiil

Definition 3.27 (Pfade)

In der nachfolgenden Definition betrachten wir Baume, deren Knoten durch
Vorzeichenformeln beschriftet sind. Ein Pfad in einem Baum ist eine maxi-
male, linear geordnete Menge von Knoten. Wollen wir die Maximalitét nicht
verlangen, so sprechen wir von einem Teilpfad.
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Bevor wir die formale Definition des Tableaukalkiils geben, betrachten wir
Abb. 3.2 als Einstiegsbeispiel. Es soll bewiesen werden, dafl (PV (QAR)) —
((PV Q)N (PV R)) eine Tautologie ist. Der Tableaukalkiil ist ein Wider-
spruchskalkiil. Wir nehmen also an, dai (PV (QAR)) = (PVQ)A(PVR))
keine Tautologie ist, also bei geeigneter Interpretation falsch werden kann.
Diese Annahme deuten wir durch das Voranstellen der 0 an. Die betrachtete
Implikation kann offensichtlich nur falsch sein, wenn die Pramisse, PV(QAR),
wahr und die Konklusion, (P V Q) A (P V R), falsch ist. Das notieren wir,
indem wir die beiden Formeln unter die Anfangsannahme schreiben, mit dem
Vorzeichen 1, bzw. 0, versehen. Die Formel PV (Q A R) ist wahr, wenn P
oder @ N R wahr ist. Diese Alternative deuten wir im Tableau durch eine
Verzweigung an, der linke Pfad fithrt zur Formel 1P, der rechte zu 1(Q A R).
Wir fithren zuerst die Argumentationskette auf dem linken Pfad weiter. Un-
ter den Folgerungen, zu denen uns die Anfangsannahme bisher gefiihrt hat,
ist auch die Aussage, dafi (P V Q) A (P V R) falsch ist. Eine Konjunktion ist
falsch, wenn eines ihrer Konjunktionglieder falsch ist. Das fiihrt also zu einer
weiteren Verzweigung des linken Pfades mit den in der Abbildung angege-
benen Markierungen. Die bisherigen Uberlegungen haben auf dem linkesten
Pfad zur Annahme gefiihrt, da3 die Formel P Vv @ falsch ist, das bedeutet,
dal P und @ falsch sein miissen. Alle Formeln auf diesem Ast sind jetzt abge-
arbeitet worden und auf Atome mit Vorzeichen reduziert worden. An dieser
Stelle erinnern wir uns, dal unser Ansatz ein Widerspruchbeweis ist. Wir
erwarten, im positiven Fall, dal unsere Anfangsannahme zu Widerspriichen
fithrt. Fiir den Pfad, den wir gerade betrachten, ist das schon der Fall. Er
enthélt die Formeln 1P und 0P, die besagen, daf§i P wahr ist und P auch
falsch ist. In entsprechender Weise miissen noch die iibrigen offenen Alterna-
tiven in dem Tableau betrachtet werden. In dem Beispiel in Abbildung 3.2
erweisen sich alle Pfade als geschlossen. Damit ist die Anfangsannahme zu
einem Widerspruch gefiithrt worden.

Es ist wichtig zu bemerken, dafl bei der Verlingerung eines Pfades nicht
notwendigerweise nur die letzte Formel auf dem Pfad betrachtet wird.

Definition 3.28 (Tableaux)

Es sei M eine Menge von Formeln und A eine Formel. Ein (aussagenlogisches)
Tableau fiir A iiber M ist ein Baum mit Beschriftung der Knoten durch
markierte Formeln, geméafl der folgenden rekursiven Definition:

1. Ein einziger mit 0A markierter Knoten ist ein Tableau fiir A iiber M.

2. Es sei T ein Tableau fiir A iiber M und 7 ein Pfad in T', so daf} auf
7 ein Knoten liegt, der mit einem V vom Typ « beschriftet ist. Dann
ist auch T} ein Tableau fiir A tiber M, welches dadurch aus T entsteht,
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T, -

Vi /\ Vs

(a) a — Erweiterung (b) 8 — Erweiterung

Abbildung 3.1: Tableau-Erweiterungen

daBl an 7 zwei neue Knoten angefiigt werden, welche mit V; und mit
V, beschriftet sind, siche Abbildung 3.1 (linke Seite). Wir sagen in
diesem Fall, daf3 T} aus T durch eine Anwendung der a-Regel aus T’
hervorgeht.

3. Essei T ein Tableau fiir A iiber M und 7 ein Pfad in T', so daf} auf 7 ein
Knoten liegt, der mit einem V' vom Typ [ beschriftet ist. Dann ist auch
T, ein Tableau fiir A {iber M, welches dadurch entsteht, dafl an 7 zwei
verzweigende Kanten angefiigt werden, welche zu neuen Bléattern mit
Beschriftungen V) bzw. V5 fiihren, siche Abbildung 3.1 (rechte Seite).
Wir sagen, Ty geht aus T durch eine Anwendung der S-Regel aus T
hervor.

4. Essei T ein Tableau fiir A iiber M und 7 ein Pfad in T', dann ist auch T}
ein Tableau fiir A {iber M, welches durch Verléngerung von 7 um einen
mit 1B beschrifteten Knoten entsteht, fiir eine Formel B aus M. Wir
sagen, T3 geht aus T' durch eine Anwendung der Voraussetzungsregel
aus T hervor.

Der Verzweigungsgrad eines Tableaubaumes (die maximale Anzahl der Nach-
folger eines Knotens) héngt von der benutzten Regeln ab. Die Regeln, die
wir bisher kennen gelernt haben, fithren zu Tableaubdumen mit maximalem
Verzweigungsgrad 2. Wir werden in Unterabschnitt 3.4.3ein allgemeineres
Regelformat betrachten.

Definition 3.29 (Geschlossenes Tableau)
Ein Tableau T heifit geschlossen, wenn alle seine Pfade geschlossen sind. Ein
Pfad 7 heifit geschlossen, wenn zwei Knoten auf 7 liegen, welche respektive
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beschriftet sind mit 0A und 1A, fiir eine beliebige Formel A. Auch ein Pfad,
auf dem die Formel 01 oder 10 vorkommt z&hlt als geschlossen. Gelegentlich
deuten wir die Abgeschlossenheit eines Pfades 7 an durch Anfiigen einer
Kante an m, welche zu einem mit % beschrifteten Blatt fiihrt.

Wir verwenden ggf. die folgende abkiirzende Notation (”uniforme Notation”).
Schreibt man kurz « fiir eine a-Formel, so heiflen ihre Abkémmlinge o, as.
Entsprechend fiir 8. Hiermit definieren wir

O(PV(QAR)) = ((PVQ)A(PVR))
1PV (QAR)

0PVQ)AN(PVR)

/\

1P LHQAR)
e }
o<pr> OUTVR) 1?
0P 0P 1R
| | —
00 OR 0(PV Q) 0(PV R)
J }
0P 0P
J }
0Q 0R

Abbildung 3.2: Beispiel eines Tableau-Beweises

Wir benutzen die folgende Kurzschreibweise fiir Tableauregeln

a p
aq B ‘ B2
%)
Definition 3.30 (Ableitbarkeit)
Es sei A € ForOsx, und M C For0Oyx,. A ist aus M ableitbar in TO,

M Fpo A,
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g.d.w. es ein geschlossenes Tableau fiir 0A {iber M gibt.

Man beachte, dafl zur Definition der Ableitbarkeit einer Formel aus einer
Formelmenge hinzugenommen sind:

die Initialisierung: Erzeuge einen mit 0A beschrifteten Knoten;
die Vys-Regel (Voraussetzungsregel bzg. M):

Vergroflere ein Tableau durch Anhéngen einer Kante von einem
Blatt zu einem neuen, mit 1B fiir ein B € M beschrifteten Knoten.

Bemerkung 3.31
(Beziehung zum Begriff des abstrakten Kalkiils)
Muss noch ergianzt werden

Definition 3.32 (Semantik von Tableaux)

Fiir eine Interpretation I der Atome haben wir bereits oben (3.25, 3.26) die
Auswertung der Vorzeichenformeln definiert. Ist T ein Tableau und 7 ein
Pfad in T', so setzen wir

val(m) =W & wval (V) =W fir alle V auf
valf(T) =W &  Es gibt einen Pfad 7 in T mit val;(r) = W

Eine Interpretation I mit val;(T) = W heiit Modell von 7'

Satz 3.33 (Korrektheit und Vollsténdigkeit)
Es seien A € ForOy, und M C For0Oy. Dann gilt

M}_T()A -~ M):A

Beweis der Korrektheit:
Aus der Semantik der Tableau folgt, dafl ein geschlossenes Tableau kein Mo-
dell haben kann (Definitionen 3.29, 3.32). Wenn nun M = A, d.h. MU{-A}

hat ein Modell, dann zeigen wir:

e Jedes Tableau fiir A iiber M hat ein Modell. Somit kann kein solches
Tableau geschlossen sein.

o folgt aus dem

Lemma 3.34 (Korrektheitslemma)
Ist I Modell von M U {—=A}, dann ist I Modell eines jeden Tableau fiir A
iiber M.

87



Beweis:

Initialisierung: I ist Modell von —A, also von 0A.

Im Induktionsschritt unterscheiden wir nach dem Typ der auf ein Tableau T’
angewandten Regel.

a-Fall:

Nach Induktionsannahme gilt val;(T) = W, es gibt also einen Pfad 7 in T
mit val;(m) = W. Zur Anwendung der a-Regel wird ein Pfad m; in 7" und
eine a-Formel V' auf m; gewéhlt, m; wird verlangert um Vi, V5. Wenn my # 7,
gilt fiir das neu entstehende Tableau 7" trivialerweise val;(1") = W. Wenn
m = m, haben wir aus val;(7) = W, dal val; (V) = W, also val;(V}) = W
und val; (V) = W nach Lemma 3.26. Somit val;(m) = W fiir den neu
entstehenden Pfad 7/, d.h. val,(T") =W

[G-Fall:
Entsprechend mit ,,oder* statt ,und“. (Es entstehen zwei Pfade, von denen
mindestens einer I zum Modell haben muf.

Vir-Fall:
Nach Voraussetzung ist I Modell von M, also von jedem 1B, B € M.

Beweis der Vollstindigkeit

Es gelte M = A. Wegen der Kompaktheit der Aussagenlogik (Satz 3.16.5)
gibt es dann ein endliches £ C M mit £ = A. Wir wollen zeigen, da§ dann
ein geschlossenes Tableau fiir A iiber F existiert. Dieses ist erst recht ein
geschlossenes Tableau fiir A {iber M.

Wir zeigen etwas mehr. Definieren wir zunéchst erschopfte Tableaux als sol-
che, die sich nur ,auf trivial wiederholende Weise* noch vergréfiern lassen:

Definition 3.35 (Erschopftes Tableau)

Das Tableau T fiir A iiber der endlichen Formelmenge E heifit erschopft,
wenn auf jedem offenen Pfad m von T jede a- und f-Formel benutzt wurde
(d.h. die entsprechende Regel auf sie angewandt wurde), und jedes 1B, B €
E, auf m vorkommt.

Offensichtlich gibt es mindestens ein erschopftes Tableaux fiir A iiber F,
man mufl nur in systematischer Weise auf jedem Pfad jede mogliche Re-
gelanwendung vornehmen. Etwas genauer miissen wir uns dieses Verfahren
schon ansehen, denn durch die Anwendung einer Regel erscheinen neue For-
meln in dem Tableau, auf die eventuell wieder Regeln angewendet werden
konnen. Eine Besonderheit des Tableauverfahrens liegt nun darin, daf§ alle
wahrend der Beweissuche auftretenden Formeln Teilformeln von A oder E
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sind. Wahrend der Konstruktion eines Tableau werden also keine neuen For-
meln zusammengesetzt, synthetisiert, sondern es werden nur die vorhandenen
Formeln analysiert. Das hat der hier présentierten Methode den Namen ana-
lytische Tableaux eingetragen. Kommen also auf einem Pfad mehr Formeln
vor als Teilformeln in der Ausgangsmenge, dann kann das nur daran liegen,
daf eine Formel mehrfach auftritt. Ausgehend von A und E gibt es nicht nur
ein erschopftes Tableau, sondern abhingig von der Reihenfolge der Regelan-
wendungen mehrere. Durch sorgfiltige Buchfithrung kénnte man sich ein
Verfahren ausdenken, das alle Variationsmoglichkeiten durchprobiert. Wie
die nachfolgenden Ergebnisse zeigen, ist das jedoch nicht nétig. Wir zeigen
(Lemma 3.36), daf fiir jedes von ihnen, T, gilt: Hat T" einen offenen Pfad, so
148t sich aus ihm ein Modell von E U {—=A} ablesen. Insbesondere hat man
dann:

Etro A <& kein Tableau fiir A iiber F ist geschlossen
= kein erschopftes Tableau fiir A iiber E ist geschlossen
= FE U{-A} hat ein Modell, d.h. E }~= A.

Aus der Korrektheit von TO folgt auch noch: Entweder alle erschopften Ta-
bleaux fiir A {iber E sind geschlossen, oder keins.

Lemma 3.36 (Vollstindigkeitslemma)
Wenn es ein erschopftes, nicht geschlossenes Tableau fiir A iiber E gibt, dann
hat EU {—A} ein Modell.

Beweis:
Sei 7 ein offener Pfad im erschopften Tableau T fiir A iiber E. Wir schreiben
V € m, wenn V auf 7 liegt. Da T erschopft ist, hat man

e Fiir jede a-Formel V e m: Vi € mund Vo €«
o fiir jede S-Formel V € m: Vi € moder Vo €

e Fiir jedes Be€ E: 1B € 7.

Insbesondere liegt fiir jedes in A oder einem B € E vorkommenden Atom P
genau entweder 0P oder 1P auf w. Wir definieren

W falls 1P en
I(P):=¢ F falsOPen
beliebig sonst

Durch Induktion zeigt man leicht, da8 I(V') = W fiir jedes V' auf 7. Es folgt,
daf I Modell von E U {—A} ist.
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3.4.3 Generierung von Tableauregeln

Woher kommen die Tableauregeln? Fiir die bisher betrachteten einfachen
logischen Verkniipfungen waren die zugehorigen Regeln zu naheliegend, als
daBl man dieser Frage grofle Aufmerksamkeit geschenkt hétte. Die beiden
Regeln fiir die Konjunktion

1(ANB) 0(AANB)
1A 0A | 0B
1B

bieten sich direkt an. Wie miisste aber eine Tableauregel fiir die Formel
1(A <> B) aussehen? oder fiir den Shannon-Operator? (siehe Definition 2.32).
Bevor wir diese Frage beantworten, wollen wir das Format fiir Tableauregeln
verallgemeinern. Statt einer Verzweigung in zwei Fortsetzungen wollen wir
beliebige endliche Verzweigungen zulassen. Auch soll pro Fortsetzung erlaubt
sein endliche viele Formeln anzugeben. In den bisherigen Beispielen wurden
hochstens zwei Formeln pro Fortsetzung benotigt. Eine allgemeine Tableau-
regel hat also die Form

¢
,lvz)l,l s Q7Z}7171

Vrry |- | Ynk,
Um die Teilformeleigenschaft des Tableaukalkiils zu gewéhrleisten, wird ge-
fordert, daf alle Vorzeichenformeln 1); ; Teilformeln der Vorzeichenformel ¢
sind.

Eine genaue Inspektion des Vollstindigkeits- und Korrektheitsbeweises fiir
den Tableaukalkiil zeigt, dafl allein die Aussagen von Lemma 3.26 notwendig
waren. Die Verallgemeinerung der Aussage dieses Lemmas fiihrt uns zu der
Defintion

Definition 3.37

Eine allgemeine Tableauregel

¢
,lvz)l,l s ,lvz)n,l

Uik |- | Ynn
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heifit vollstandig und korrekt, wenn fiir jede Interpretation I gilt

valp(¢p) =W gdw es gibt ein ¢, 1 <i <n, so dafl
fiir alle 7,1 < j < k; gilt
valr(¥i ;) =W

Satz 3.38

Ein Tableaukalkiil der nur korrekte und vollstédndige Regeln benutzt ist selbst
korrekt und vollsténdig.

Beweis siehe Literatur.

Beispiel 3.39

Wir schauen uns noch einmal die Wahrheitstabelle fiir den logischen Aquivalenzoperator

all.
(e [1]0]
T [1]0
0 |01

Man priift leicht nach, dafl die Tableauregel

1(A < B)
1A [0A
1B | 0B

die Forderungen der Definition 3.37 erfiillt.

3.4.4 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 3.4.1
In Anlehnung and [DGHP99, pp.70] definieren wir

Definition 3.40
Ein Tableau T' heifit reguldr, wenn keine Vorzeichenformel auf demselben
Pfad zweimal vorkommt.

Das Tableau aus Abb.3.2 ist ein Beispiel eines reguldren Tableaux.
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1. Geben Sie Formeln A,B an, so daf} das es ein geschlossenes Tableau fiir
A tiiber B gibt, aber keine regulires geschlossenes.

2. Wie konnte man das Tableauverfahren aus Definition 3.28 abéndern, so
daBl nur regulére Tableaux enstehen und Korrektheit und Vollstdndigkeit
erhalten bleiben?

Ubungsaufgabe 3.4.2
Geben Sie vollstdandige und korrekte Tableauregeln an fiir

1. die Aquivalenz ¢,
2. den dreistelligen Shannon-Operator sh.

Ubungsaufgabe 3.4.3
Beweisen Sie im Tableau-Kalkiil:

(plh1l — —p2h1)
plhl — —p3hl
p2h1 — —p3hl

A( )
N | (—plhl A —plh2)
A (p1h2 — —p2h2)
A( )
A )

F oV (=p2hl A —p2h2)

D12 — —p3h2 V (—p3h1 A —p3h2)

p2h2 — —p3h2

Ubungsaufgabe 3.4.4
Beweisen Sie im Tableau-Kalkiil:

(AANB) - C)—= (A— (B—0))

Ubungsaufgabe 3.4.5
Beweisen Sie den (-Fall von Lemma 3.34.

Ubungsaufgabe 3.4.6
Anstelle der 3-Regel werde die folgende 37-Regel benutzt:

s
B | =
S

Zeigen Sie, daBl der so entstehende Tableaukalkiil auch korrekt und vollstandig
ist.
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Ubungsaufgabe 3.4.7

Im Kapitel Tableau Methods for Classical Propositional Calculusin [DGHP99]
von Marcello D’Agostino wird ein KE genannter Tableaukalkiil vorgestellt.
Die a-Regeln sind dieselben wie in Abschnitt 3.4.2 beschrieben. Die uniforme
[B-Regel sieht dagegen so aus:

gr B
BB
B B

wobei V¢ die zu V komplementére Vorzeichenformel ist, d.h. V¢ = 0F fiir
V =1F und V¢ = 1F fiir V = 0F. In unserem Kalkiil aus Abschnitt 3.4.2
besaBen die Regeln nur eine Préamisse, mit Ausnahme der Pfadabschlussregel.
Im KE Kalkiil besitzen alle S-Regeln zwei Voraussetzungen. Die generische
B-Regel umfasst die folgenden Instanzen.

OF1 0F2 ].Fl 0F2
(FVE) LWFVE) 1R -5 1R —R)
15, 15, 15 07,
1F, 15,

OF AE)  O(FAF)
0F, 0F,

Die bisher prisentierten Regeln sind nicht vollsténdig, sie wiirden auch nur
die Konstruktion von Tableaux mit einem einzigen Pfad erlauben. Hinzu
kommt noch die eingeschrinkte Schnittregel

1F | OF

Die Einschrinkung besteht darin, dal die Schnittregel zu Verzweigung eines
Tableaupfades m nur angewendet werden darf wenn es eine S-Formel § auf
gibt, so dafl 8; = 1F oder B; = OF. Die Pfadabschlussregel bleibt wie bisher.

Beweisen Sie

1. Korrektheit und

2. Vollsténdigkeit des KE Kalkiils
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3.5 Sequenzenkalkiile

Sequenzenkalkiile wurden um 1935 von G. GENTZEN eingefiihrt. Deswegen
werden sie auch Gentzenkalkiile genannt. Sie spielen eine zentrale Rolle in
der mathematischen Logik, insbesondere in der Beweistheorie und haben in
jingster Zeit vor allem im automatischen Beweisen an Aktualitdt gewonnen.
Fiir eine weitergehende Darstellung konsultiere man das Buch [Gal86].

3.5.1 Syntax und Semantik

Definition 3.41 (Sequenz)
Eine Sequenz wird notiert als eine Folge zweier endlicher Mengen aussagen-
logischer Formeln getrennt durch das Symbol = :

= A.

I' wird Antezedent und A Sukzedent genannt. Sowohl links wie rechts vom
Sequenzenpfeil => kann auch die leere Folge stehen. Wir schreiben dann

= A bzw. [ = bzw. = .

Das Wort ,,Sequenz® fiir eine Zeichenfolge der Form I' == A hat sich fest
eingebiirgert, obwohl man einwenden konnte, dafl ,Sequenz® zu sehr den
Eindruck einer Folge vermittelt, was ja gerade nicht beabsichtigt ist. Die eng-
lischen Ubersetzung von ,,Sequenz® heifit sequent und nicht etwa sequence.

Wir benutzen die folgenden abkiirzenden Schreibweisen zur Einsparung der
Vereinigungsoperation zwischen Mengen:

Al,...,An fiir {Al,...,An}

B fir T U{B}

A fir TUA
Ist I" eine endliche Folge von Formeln, so schreiben wir AT fiir die Konjunk-

tion der Formeln in I" und \/T fiir die Disjunktion. Fiir I' = ) setzen wir
dabei A0 =1 und /0 = 0.

Definition 3.42 (Auswertung von Sequenzen)

Sei I eine Interpretation der Atome. Wir setzen die Auswertung val; von
Formeln einer Auswertung der Sequenzen fort durch.

val (' = A) = val;(/\l" — \/A)

Die Begrifte Tautologie, Erfillbarkeit werden jetzt in naheliegender Weise
auch fiir Sequenzen anstelle von einzelnen Formeln benutzt.
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3.5.2 Kalkiil
Definition 3.43 (Axiome und Regeln des Sequenzenkalkiils S0)

axiom and-left
IF=F A IEG= A
LLEANG = A
not-left
r,=FA
I-F=A and-right
not-right - FA T=-GA
I F—A = FAG,A
I'=-F A
or-left
impl-left
F=A ING=> A
I'=FA T'G=>A I FVG = A
INF—-G=A
impl-right or-right
IF=>G, A = FG A
r-r—aGA - FvGA

Definition 3.44 (Beweisbaum)
Ein Ableitungsbaum ist ein Baum, dessn Knoten mit Sequenzen markiert
sind und fiir jeden Knoten n die folgende Einschrankung erfiillt:

1. ist n; der einzige Nachfolgerknoten von n und sind I' = A und I'y = A,
die Markierungen von n und n;, dann gibt es eine Sequenzenregel

2. besitzt n die beiden Nachfolgerknoten n; und ny und sind I' = A,
I' = A; und I'y; = A, die Sequenzen an den Knoten n, n; und ns
dann gibt es eine Sequenzenregel

[=A Ty= A,
= A
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Wir nennen einen Beweisbaum geschlossen oder vollstindig wenn er zusétzlich
noch die folgende Bedingung erfiillt:

3. jeder Knoten n, der keinen Nachfolgerknoten hat, mufl mit einem Axi-
om markiert sein.

Ein Beispiel eines Beweisbaumes ist in Abbildung 3.3 zu sehen. Die Defini-

0= (PV(QAR))— (PVQ)AN(PVR))

(PV(QAR) > ((PVQ)A(PVR))

/\

P=((PVQ)A(PVR) QANR=> ((PVQ)A(PVR))
Ve |

P=PVQ  PEPVE

P—PQ P— PR Q.R—=> (PVQ)N(PVR)

Axiom Axiom QR=PVQ Q,R—=PVR

! !
Q,R—PQ QR—PR

! !

Azxiom Azxiom

Abbildung 3.3: Beispiel eines Beweisbaums im Sequenzenkalkiil

tion 3.44 eines Beweisbaumes legt nicht fest in welcher Reihenfolge man ihn
konstruiert. Es ist jedoch in dem meisten Fillen zweckméfig mit dem Wurzel-
knoten zu beginnen. Bei diesem Vorgehen werden die Regeln aus Definition
3.43 von unten nach oben benutzt.
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Definition 3.45 (Ableitbarkeit in S0)
Fir A € ForOx, M C ForOyx sagen wir, dal A aus M ableitbar in SO ist, in
Zeichen:

MFg A,

genau dann, wenn ein geschlossener Beweisbaum mit Wiizelmarkierung M = A
in SO existiert.

Bemerkung 3.46

Fiir den seltenen, aber nicht auszuschliefenden Fall, dafl man mit einer un-
endlichen Menge M von Vorausetzungen arbeiten mochte ist das bisherige
Vorgehen nicht geeignet. Man miisste dazu erkldren, was die Konjunktion
einer unendlichen Formelmenge sein soll. In diesem Fall fithrt man eine neue
Beweisregel ein:

use premiss
B,I'= A
r=A

fir Be M

Satz 3.47 (Korrektheit und Vollstéindigkeit von S0)
Fiir jede endliche Menge aussagenlogischer Formeln M und jede aussagenlo-
gische Formel A gilt:

MEA & MkEgy A
Beweis:

Korrektheit Wir gehen aus von einem geschlossenen Beweisbaums 7 mit
Wurzelmarkierung M => A und miissen zeigen, daf§ die Sequenz M = A all-
gemeingiiltig ist. Dazu geniigt es zu zeigen

1. jede atomare Sequenz I'; A = A, A ist allgemeingiiltig
und

2. fiir jede Beweisregel

Pl_)Al PQ_)AQ
r=A

gilt wenn I'y = A; und I's = A, allgemeingiiltig sind, dann ist auch
' = A allgemeingiiltig.

97



Teil 1 ist unmittelbar einsichtig.
Zu Teil 2 fithren wir zwei Beispiele vor und vertrauen darauf, dal der Leser
danach weiss, wie er die restlichen Félle selbst nachrechnen kann.

or-left
NaE—=A I''G=A

T.HVG =~ A

Wir habe als Voraussetzung, da AT’ A H — VA und ATAG — VA
allgemeingiiltig sind und sollen zeigen, daf§ das auch fir AT' A (H VG) —
\/ A zutrifft. Fiir jede Belegung I miissen wir also val; (AT A (H V G) —
V A) =W zeigen. Gilt val;(ATA(HVG)) = F, dann sind wir trivialerweise
fertig. Gilt val; (AT A (H V G)) = W, dann gilt val; (AT A H) = W, oder
val(ATAG) = W. Indem wir von der ersten bzw der zweiten Voraussetzung
Gebrauch machen folgt val;(\/ A) = W und wir sind fertig.

impl-right
I'H—=> G A
I'=H-—>GA

Wir sollten an dieser Stelle deutlich machen, dafl in der Beweisverpflichtung
2 nur die allgemeinere Regelform hingeschrieben wurde. Natiirlich mufl der
Nachweis auch fiir Regeln mit nur einer Pamisse gefiihrt werden.

Als Voraussetzung haben wir die Allgemeingiiltigkeit von ATAH — GV\/ A
und sollen fiir jede Interpretation I zeigen val;(AT — (H - GV \/ A)) =
W. Nehmen wir also val;(AT) = W an (der Fall val;(AT) = F fiihrt
wieder trivialerweise zum Ziel) und versuchen val;(H — GV \/ A)) = W
zu zeigen. Wir brauchen nur den Fall val;(\/ A) = F weiter zu verfolgen, im
Fall val;(\/ A) = W sind wir wieder sofort fertig. Wir kommen zur letzten
Fallunterscheidung. Gilt val;(H) = F, dann folgt trivialerweise val;(H —
G) = W und wir haben es wieder geschafft. Es bleibt der Fall val;(H) = W.
Dann ergibt sich aber zusammengenommen val;(AT' A H) = W. Jetzt folgt
mit der Voraussetzung val; (G V'\/ A) = W. Da wir aber im Laufe unserer
Fallunterscheidungen uns im Fall val;(\/ A) = F befinden, muBl val;(G) =
W gelten. Insgesamt haben wir damit val;(h — G) = W erhalten, wie
gewiinscht.

Vollstandigkeit Angenommen es gibt keinen geschlossenen Beweisbaum
mit Wurzelmarkierung I' = A. Wir wollen zeigen, dafl I' = A nicht allge-
meingiiltig ist. Sei 7 ein Beweisbaum mit Wurzelmarkierung I' = A auf
den keine weitere Regelanwendung mehr moglich ist. Nach Annahme kann T
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nicht geschlossen sein. Es gibt also einen Knoten n ohne Nachfolgerknoten der
mit Ay, ..., A, = By,..., By markiert ist mit {Ay,... A, } N{By,..., By} =
(. Die Sequenz Ai,..., A, = Bi,..., By ist nicht allgemeingiiltig, denn fiir
die Interpretation I mit I(A4;) = W fir alle 1 < ¢ < n und I(B;) = F fiir
alle 1 < j < k gilt val;(Ay,..., A, = By,...,By) = F. Im Korrektheitsteil
dieses Beweises haben wir gezeigt, daf} fiir jede Regel

Fl_)Al FQ"AQ
r=A

gilt: wenn die beiden Pridmissen (oder die eine, wenn es nur eine gibt) all-
gemeingiiltig sind dann ist auch die Konklusion allgemeingiiltig. Umformu-
liert heift das, Wenn I' = A nicht allgemeingiiltig ist, dann ist I'y = A,
oder I'ys = Ay nicht allgemeingiiltig. In dem Beweisbaum 7 haben wir schon
einen Blattknoten gefunden, der mit einer nicht allgemeingiiltigen Sequenz
markiert ist. Wiederholte Anwendung der genannten Eigenschaft der Be-
weisregeln fiithrt zur Aussage, dafl die Markierung des Wurzelknotens nicht
allgemeingiiltig ist.

3.5.3 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 3.5.1
Beweisen Sie in Sy:

(AANB) - C)—= (A— (B—(0))
Ubungsaufgabe 3.5.2

Zeigen Sie die folgenden Aquivalenzen

A ist eine allgemeingiiltige Formel — gdw = A ist eine allgemeingiiltige Sequenz
—A ist eine allgemeingiiltige Formel gdw A => ist eine allgemeingiiltige Sequenz
A ist eine erfiillbare Formel gdw = A ist erfiillbare Sequenz
—A ist eine erfiillbare Formel gdw A = ist erfiillbare Sequenz
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3.6 Sonstige Kalkiile

Die 1-Resolution (unit resolution) benutzt dieselbe Notation wie im Re-
solutionskalkiil.
Die 1-Resolutionsregel ist ein Spezialfall der allgemeinen Resolutionsregel:

{P},CoU{-P} {=P}, CoU{P}
CQ C2

Der 1-Resolutionskalkiil ist nicht vollstédndig. Die Klauselmenge
E — {{Pla P2}7 {P17 _'PQ}a {_'Pla P2}7 {_'Pla _'PQ}}
ist nicht erfiillbar, aber mit 1-Resolution ist aus E nichts ableitbar, also auch

nicht (.

Das im folgenden beschriebene Davis-Putnam-Loveland Verfahren ist
das zur Zeit schnelleste Verfahren um die Erfiillbarkeit aussagenlogischer For-
meln festzustellen. Bei einem Wettbewerb, der 1991/92 an der Universitét
Paderborn durchgefiihrt wurde und an dem 36 Teilnehmer aus verschiedenen
Léndern teilnahmen, wurden die ersten sechs Pléitze von Programmen belegt,
die nach dem Davis-Putnam-Verfahren oder Varianten davon arbeiteten, sie-
he [BB92].

S eine Menge von Klauseln.

1. Programm widerlege(.S):
2. falls S = 0, Ende (S ist erfiillbar).

3. falls S keine Einerklausel enthélt, wihle eine Variable P ;
widerlege(Sp) ; widerlege(S-p).

4. sonst wihle eine Einerklausel K € S
5. S = reduziere(K,S)

e Lasse alle Klauseln weg, die K als Teilklausel enthalten,

e Lasse in allen iibrigen Klauseln das zu K komplementére Literal
weg.

6. falls O € S, Ende (S widerspriichlich),
sonst widerlege(.S).

Sp, bzw. S_p entsteht, indem P bzw. =P zu S hinzugefiigt wird.
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Beispiel 3.48 (Klauselmenge aus [Hoo88])

P1VP2\/P3
PV PV P,
PV P
PV PV P,
PV -P;

-P,

Wir zeigen anhand von Beispiel 3.48 die Arbeitsweise des Verfahrens von
Davis-Putnam-Loveland.
Beim ersten Aufruf von widerlege(S) wird das Unterprogramm reduziere(—P,,S)
aufgerufen und liefert Sy:

P,V Py

-P, VP,

P,V P

P,V -P3V Py

PV Py
Da S; keine Einerklausel enthélt wird eine Variable, in diesem Fall sei das
Py gewidhlt und widerlege(S7 o) und widerlege(S; 1) aufgerufen mit:

51,01 51,11

P,V Ps P,V Ps

-P, V=P, -P VP,
_|P1\/P3 _|P1\/P3
_|P1\/_|P3\/P4 _|P1\/_|P3\/P4
Pl\/_|P3 Pl\/_|P3

P P

Betrachten wir zuerst die Abarbeitung von widerlege(S1 o). Es wird reduziere( P,
S1,0) aufgerufen resultierend in Sy
-P,
Py
-P;V Py
Als néchstes wird reduziere(Ps, Sa) aufgerufen und liefert:
-P,
Py
woraus im néchsten Schritt die Unerfiillbarkeit von S folgt.
Wenden wir uns jetzt der Abarbeitung von widerlege(S; 1) zu. Hier liefert
reduziere(—Fy, S11) :
Py
Py
woraus schon im néchsten Schritt die Unerfiillbarkeit von S ;, und damit

101



insgesamt die Unerfiillbarkeit von S, folgt.
Numerische Verfahren

Gegeben: eine KNF A = Dy A--- A Dy

U; entstehe aus D;, indem P; ersetzt wird durch X;, =P; durch (1 —X;) und
V durch +.

U(A) ist die Menge der Ungleichungen

U; > 1 fur alle ¢

und
0<X; <1firalley

Satz 3.49

A ist erfiillbar

gdw

U(A) in den ganzen Zahlen l6sbar ist.

Beispiel 3.50

Fiir
E:(Pl\/PQ)/\<P1V_|P2)/\<_|P1\/P2)/\<_|P1\/_|P2)
ergibt sich U(E):

Xi+Xo2>1 Xi1+(1—-X9)>1

1-X)+Xo>1 (1-X1)+(1-Xy)>1

0<X; <1 0< Xy, <1
Vereinfacht:

X1+ X221 X1 —X22>0

Xo— X120 Xi+Xo<1

0<X;<1 0<Xy,<1
Vereinfacht

X=X, Xi+Xo=1

0< X, <1 0< X, <1

Unlosbar mit ganzen Zahlen.

Die Gleichungen

X1:X2 X1—|—X2:1
0< X, <1 0< X,<1
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sind allerdings losbar fiir rationale Zahlen.

Satz 3.51

[BJL88] U(S) besitzt keine rationale Losung
gdw

aus S ist mit 1-Resolution O herleitbar.

Beweis: Sei S eine Menge von Klauseln, aus der mit 1-Resolution die leere
Klausel O nicht herleitbar ist. Dann gibt es eine konsistente Menge M L von
Literalen und eine nicht leere Menge von Klauseln Sy ohne Einerklauseln, so
da S erfiillbar ist genau dann, wenn M L U .S, erfiillbar ist. Ordnet man den
positiven Literalen in ML den Wert 1, den negativen Literalen in ML den
Wert 0 und allen anderen Atomen den Wert % zu, so sind alle Gleichungen in
U(MLUSp) erfillt und damit auch alle Gleichungen in dem urspriinglichen
U(s).

Kann man aus S mit 1-Resolution die leere Klausel herleiten und ist ML
die Menge der Literale, die dabei als Einerklauseln auftreten, dann ist eine
Belegung b der Variablen mit rationalen Zahlen eine Losung fiir U(S) genau
dann, wenn b eine Losung fiir U(M L) ist. U(M L) enthélt aber nur Gleichun-
gen der Form x = 1 oder x = 0, so dafl jede Losung eine ganzzahlige Losung
ist. Da aus ML auflerdem O ableitbar ist, existiert auch keine ganzzahlige
Losung.

Als ein weiteres Beispiel betrachten wir die Ubersetzung in Gleichungen iiber
den ganzen Zahlen der Klauselmenge aus 3.48

Beispiel 3.52
Gleichungssystem aus [Hoo88]

X1 + Xo + X3 > 1
-X1 + X - Xy > —1
-X; + X3 > 0
_X, _ X, 4+ X, > -1
X, ~ X, > 0

- X5 > 0

0 S X17X27X37X4 S 1

Aus der letzten Ungleichung folgt sofort Xy = 0. Aus der dritten und vorlet-
zen Ungleichung folgt X; = Xj3. Eingesetzt in das Gleichungssystem ergibt
sich:

2X, > 1

X, - X, > -1

92X, + X, > -1
0< X, X,<1
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Aus der ersten Ungleichung folgt X; = 1 Eingesetzt in die beiden folgenden
Ungleichungung ergibt sich

- Xy > 0
+ X, > 1
0< X, <1

Dieses System ist sicherlich unerfiillbar.
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3.7 Anwendungen der Aussagenlogik

3.7.1 Beschreibung von Schaltkreisen

n
1nu
out
ctlriing ling
one muxy
out out
in
reg;
out

ctlrling ling

mMuxs

out

mn
regs

out

out

Abbildung 3.4: Schaltkreis fiir einen parity checker

Der in Abbildung 3.4 gezeigt Schaltkreis stammt aus der Arbeit [Gor88|.
Er arbeitet, indem in regy, der Wert ,,1“gespeichert wird, falls in der Folge
der iiber ¢n bisher empfangenen Eingabefolge eine gerade Anzahl von Einsen
enthalten war, anderenfalls wird in regy ,,0“gespeichert. one ist ein Modul
der konstant den Wert ,,1“liefert. reg; wird nur benétigt um auch bei der
Eingabefolge der Lange 0 den korrekten Wert ,,1%in regy zu erzeugen. Die
beiden Register reg0 und regl haben den Initialwert 0.

Wir geben eine Beschreibung des Schaltkreises aus Abbildung 3.4 durch aus-
sagenlogische Formeln. Genauer gesagt beschreiben die aussagenlogischen
Formeln nur die Zusammenhénge zwischen den verschiedenen Ein- und Ausgéngen
der Schaltelemente zu einem festen Zeitpunkt. Das Verhalten der Schaltung
iiber mehrere Zeittakte hinweg oder gar iiber beliebig viele Zeittakte hinweg

105



iibersteigt bei weitem die Ausdruckstirke der Aussagenlogik.

out < muzg.out

muzy.out < (regi.out A muxy.out) V (—reg;.out A one.out)
one.out <~ 1

muzi.out < (in Ainv.out) V (min A regs.out)

mnuv.out < rego.out

Haben zu einem Zeitpunkt ¢ beide Register reg; und regs den Wert ,1“, dann
vereinfacht sich diese Beschreibung zu:

out < muxsy.out
muxs.out <  mury.out
muzxyi.out < (in Ainv.out) V —in
nv.out <~ 0
und weiter:
out <~ muxg.out
muxs.out <  muzry.out
muxi.out <+ —in
i.e.

out <+ —un

Ist in = 1, dann wechselt zum Zeitpunkt ¢ 4+ 1 der Wert von regs zu ,,0%. Ist
tn = 0, dann bleibt der Wert von regs zum Zeitpunkt ¢ + 1 unveréndert.

Hat reg; zum Zeitpunkt ¢ den Wert ,,1“und regs den Wert ,,0“dann verein-
facht sich die Schaltungsbeschreibung zu:

out < muxy.out
muzs.out <> muxi.out
muxi.out <+ n Ainv.out
nv.out — 1

und weiter zu:

out <+ n

3.7.2 Wissensreprisentation

Die Ausdruckstérke der Aussagenlogik ist fiir viele Aufgaben der Repréasentation
von Wissen zu gering. Machmal lohnt sich jedoch die Miihe iiber eine aussa-
genlogische Formulierung nachzudenken. Wir demonstrieren das hier anhand
einer Logelei von LEWIS CARROL, dem Autor von Alice in Wonderland. Das
Beispiel ist dem Buch [Car58] entnommen.
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The Lion and the Unicorn

When Alice entered the forest of forgetfullness, she did not forget
everything, only certain things. She often forgot her name, and
the most likely thing for her to forget was the day of the week.
Now, the lion and the unicorn were frequent visitors to this fo-
rest. These two are strange creatures. The lion lies on Mondays,
Tuesdays and Wednesdays and tells the truth on the other days
of the week. The unicorn, on the other hand, lies on Thursdays,
Fridays and Saturdays, but tells the thruth on all the other days
of the week.

One day Alice met the lion and the unicorn resting under a tree.
They made the following statements:

lion : Yesterday was one of my lying days.
unicorn: Yesterday was one of my lying days.

From these statements, Alice, who was a bright girl, was able to
deduce the day of the week. What was it?

Wir benutzen die folgenden Aussagenvariablen:

Mo,Di,Mi,Do,Fr,Sa,So
GMo,GDi1,GM1,GDo,GFr,GSa,GSo
LW

EW

mit der intendierten Bedeutung

X ist wahr, gdw heute Xtag ist

GX st wahr, gdw gestern Xtag war

LW ist wahr, gdw der Lowe die Wahrheit sagt.

EW ist wahr, gdw das Einhorn die Wahrheit sagt.
Die aussagenlogische Formulierung des Rétsels vom Léwen und dem Einhorn
1aBt sich damit aufschreiben:

Mo <> =(DiV MiV DoV Fr\ SaV So)
Di <+ =(MoV MiV DoV Fr\ SaV So)
Mi <+ =(MoV DiV DoV Fr\ SaV So)
Do <> =(MoV DiV MiV FrV SaV So)
Fr <« =(MoV DiV MiV DoV SaV So)
Sa < =(MoV DiVv MiV DoV FrV So)
So <> ~(MoV DiV MiV DoV FrV Sa)
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GMo < D1

GDi < Mz

GM:i < Do

GDo <« Fr

GFr < Sa

GSa < So

GSo + Mo

=LW <« MoV DiV Mi
-EW < DoV FrV Sa
LW < GMoV GDiV GMi
EW < GDoV GFrV GSa

Die Losung ist ,,Donnerstag .

3.7.3 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 3.7.1

Gegeben sei eine Landkarte mit L Léndern. Der Einfachheit halber seien
die Lander mit den Zahlen von 0 bis L — 1 bezeichnet. Die bindre Relation
Naf(i, j) trifft zu auf zwei Lander 7, j wenn sie benachbart sind. Die Landkarte
soll mit den Farben rot, blau und griin so eingefarbt werden, dafl keine zwei
benachbarten Lénder dieselbe Farbe erhalten.

Finde Sie eine Menge aussagenlogischer Formeln F'F| so dafl F'F' erfiillbar
ist, genau dann wenn eine Farbung der geforderten Art moglich ist. Aus
eine erfiillenden Belegung fiir F'F', soll aulerdem eine korrekte Farbung der
Landkarte ablesbar sein.
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Kapitel 4

Pradikatenlogik erster
Ordnung: Syntax und Semantik

109



4.1 Einfiihrende Beispiele

4.1.1 Alltagslogik

Auch nur ein klein wenig interessantere Schliisse der , Alltagslogik® lassen
sich nicht mehr in der Aussagenlogik wiedergeben. Im klassischen Beispiel

Alle Menschen sind sterblich.
Sokrates ist ein Mensch.
Also ist Sokrates sterblich.

ist der Schlufl nicht mehr auf Grund von Bestandteilen der Satze durch-
gefiihrt, die selbst wieder Sétze wiren. Wir miissen eine feinere Aufteilung
vornehmen.

In der Sprache der Pradikatenlogik (erster Ordnung) kénnten wir die obigen
Séatze schreiben:

Vz (Mensch(z) — sterblich(z))
Mensch(Sokrates)
sterblich(Sokrates)

,V“ lesen wir fiir alle, und es ist mit Hilfe der Variablen x das umgangs-
sprachliche

Alle Menschen sind sterblich
ausgedriickt in der Weise
Fiir alle z: Wenn x Mensch ist, dann ist z sterblich.
Genaueres zur Syntax sagen wir sofort. Haben wir nun ein logisches Axiom

Vz (Mensch(z) — sterblich(x)) — (Mensch(Sokrates) — sterb-
lich(Sokrates))

zur Verfiigung, so laB3t sich aus
{Vz (Mensch(xz) — sterblich(x)), Mensch(Sokrates) }
mittels Modus Ponens ableiten

sterblich(Sokrates).
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4.1.2 Spezifikationen im Java Card API

Die Java Card Platform Specification v2.2.1 (siehe http://java.sun.com/
products/javacard/specs.html) enthélt unter vielen anderen die Klasse
Util.

public class Util

extends Object
In der Klasse kommt, wieder neben einigen anderen, die Methode arrayCompare
vor, die zunéchst iibersichtsméfig in einer Tabelle erklért wird.

Method Summary

static byte | arrayCompare(byte[] src, short srcOff, byte[] dest,

short destOff, short length)
Compares an array from the specified source array, beginning at
the specified position, with the specified position of the destination
array from left to right.

Darauf folgt eine detailierte Erklarung.
Method Detail arrayCompare

— Java + JML
public static final byte arrayCompare(byte[] src,
short srcOff,
byte[] dest,
short destO0ff,
short length) throws
ArrayIndexOutOfBoundsException,
NullPointerException

Java + JML —

Compares an array from the specified source array, beginning at the specified
position, with the specified position of the destination array from left to
right. Returns the ternary result of the comparison : less than(-1), equal(0)
or greater than(1).

Note:
o If srcOff or dest0ff or length parameter is negative an
ArrayIndexOutOfBoundsException exception is thrown.

o If srcOff+length is greater than src.length, the length of the src
array a
ArrayIndexOutOfBoundsException exception is thrown.
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o If destOff+length is greater than dest.length, the length of the dest
array an ArrayIndexOutOfBoundsException exception is thrown.

e [f src or dest parameter is null a NullPointerException exception

is thrown.

Parameters:

src - source byte array

srcO0ff - offset within source byte array
to start compare

dest - destination byte array

dest0ff - offset within destination byte array
to start compare

length - byte length to be compared

Returns: the result of the comparison as follows:

e ( if identical

e -1 if the first miscomparing byte in source array is less than that in
destination array

e 1 if the first miscomparing byte in source array is greater that that in
destination array

Throws:

ArrayIndexOutOfBoundsException - if comparing all bytes would cause access
of data outside array bounds

NullPointerException - if either src or dest is null

Wir wollen versuchen diese natiirlich-sprachlichen Aussagen in einer forma-
len Sprache wiederzugeben. Wir formulieren dazu eine Nachbedingung und
verlangen, dafl jeder Aufruf der Methode arrayCompare terminiert und nach
Beendigung die Formel

(b0 = d1) A ¢

wahr ist, wobei

Abkiirzungen
S fir
d fir
sO fir
dO fir
) fir
E fir
NPE fir
OBE fir

sre
dest

srcOf f

destOf f

length

java :: lang :: Exception

jJava :: lang :: Null Pointer Exzception

java :: lang :: ArrayIndexOutO f BoundsException
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oo s # null

sO>0

sO 41 < size(s)
d # null

dO >0

dO + 1 < size(d)
>0

—excThrown(E)

(result = =1V result = 0V result = 1)

(subSeq(s, sO, sO + 1) = subSeq(d,dO + 1,dO + 1) — result = 0)
(Fi: Int(i <A (at(s,sO +1i) < at(d,dO + 1)

Vi Int(l <j<i— at(s,sO+j)=at(d,dO + j)))) — result = —1)
(Fi: Int(i <A (at(s,sO +1i) > at(d,dO + 1)

Vi Int(l < j <i—at(s,sO+j) =at(d,dO + j)))) = result = 1)

—excThrown(E) v
excThrowun(NPE) A (s = null V d = null) \Y%
excThroun(OBE)A

(sO<0VdO <0VI<0VsO+I1>size(s)VdO+1> size(d))

A
A
A
A
A
A

b1

¢

4.2 Syntax der Pridikatenlogik

Die jetzt aufzubauende Préadikatenlogik erster Ordnung nennen wir kurz
auch: PL1.

4.2.1 Terme und Formeln

Definition 4.1 (Sonderzeichen)
Die folgenden Zeichen sind in jeder Sprache der PL1 vorhanden. Sie heiflen
Logische Zeichen (manchmal auch Sonderzeichen).

wie Aussagenlogik neu

( ,  Komma

) = objektsprachliches Gleichheitssymbol
1 vV Allquantor

0 3 Existenzquantor

= v; Individuenvariablen, ¢ € IV

A

\%

%

<
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Var :={v; | i € IN} ist die Menge der Individuenvariablen oder kurz Varia-
blen. Var ist disjunkt zur Menge der iibrigen Sondersymbole.

Einige Zeichen, wie z.B. das Komma, kommen sowohl in der Objektsprache
als auch in der Metasprache vor. Aber das wird kaum Anlafl zu Verwechslun-
gen geben. Bei dem Zeichen fiir die Gleichheit machen wir hingegen explizit
einen Unterschied. Wir benutzen ein eigenes Zeichen = fiir die Gleichheit in
der Objektsprache und = in der Metasprache.

Definition 4.2 (Signatur)
Eine Signatur der PL1 ist ein Tripel ¥ = (F¥, Py, as) mit:

e [y, Py sind endliche oder abzdahlbar unendliche, effektiv gegebene Men-
gen

e Fy, Py und die Menge der Sondersymbole sind paarweise disjunkt

e ax: FxyUPs — IN.

Die f € F¥ heiflen Funktionssymbole, die p € Ps Prddikatssymbole. as ordnet
jedem Funktions- oder Pridikatsymbol seine Stelligkeit zu: f ist n-stelliges
Funktionssymbol, wenn ax(f) = n; entsprechend fiir p € Ps.

Ein nullstelliges Funktionssymbol heifit auch Konstantensymbol oder kurz
Konstante, ein nullstelliges Pradikatsymbol ist ein aussagenlogisches Atom.

Wir setzen vorraus, dafl die Mengen der Signatursymbole und der Sonder-
symbole disjunkt sind.

Definition 4.3 (Terme)
Termy, die Menge der Terme tiber X, ist induktiv definiert durch

1. Var C Terms

2. Mit f € Fy, as(f) = n, t1,...,t, € Termsy ist auch f(ty,...,t,) €
Terms

Man beachte, dafl jede Konstante ein Term ist. Ein Term heif3t Grundterm,
wenn er keine Variablen enthélt.

Definition 4.4 (Atomare Formeln)
Aty,, die Menge der atomaren Formeln — oder Atome — diber ¥, ist definiert
als
Aty = {s=t|s,t € Termg}U
{p(t1,...,tn) | p € Ps,ax(p) =n,ti,...,t, € Terms}
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Definition 4.5 (Formeln)
Fory, die Menge der Formeln tiber 3, ist induktiv definiert durch

1. {1,0}UAtZ Q FOTZ
2. Mit x € Var und A, B € Fors, sind ebenfalls in Fors:

~A,(AAB),(AV B),(A — B), (A ¢ B),VaA, 3z A

Bemerkungen

Wir schreiben in der Regel

x,y,%,...  fiir Variable

a,b,c,... fiir Konstanten

f,g9,h,...  fiir Funktionssymbole allgemein
PQ,... fiir aussagenlogische Atome

Dyq, T, ... fiir Pradikatensymbole allgemein
s,tu, ... fiir Terme

A, B,C,... fiir Formeln
ggf. mit Indizes oder dhnlichen Unterscheidungszeichen.

Den Index ¥ lassen wir oft weg. Zur kiirzeren Notation von Formeln werden
dieselben Klammereinsparungsregeln verwendet wie in der Aussagenlogik.

Die Anwendung von Funktionssymbolen geben wir manchmal auch in Infix-
schreibweise wieder: (s + t) statt +(s, t).

Wir denken uns die Mengen Fy,, Ps stets effektiv gegeben (vgl.: Grundlagen
der Berechenbarkeit) und nehmen entsprechend an, dafl o, berechenbar sei.

Strukturelle Induktion

Die Definition oder der Beweis einer Eigenschaft von Termen oder Formeln
durch strukturelle Induktion geschieht vollig entsprechend zur Situation in
der Aussagenlogik. Man formuliere das zur Ubung aus. Wie wir sehen werden,
sind Induktionsbeweise einer anderen Art als durch struktuelle Induktion
manchmal besser geeignet.

Definition 4.6

Ein Teilterm oder Unterterm eines Terms ¢ ist ein Teilwort von ¢, das selbst
Term ist; entsprechend sind die Teilterme (Unterterme) einer Formel de-
finiert. Eine Teilformel einer Formel A ist ein Teilwort von A, das selbst
Formel ist.
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4.2.2 Gebundene und freie Variable. Substitutionen

Definition 4.7

1.

Wenn wir im folgenden vom Auftreten einer Variablen, z.B. z in einer
Formel reden, so schliefen wir das Vorkommen von x direkt nach ei-
nem Quantor, also Va oder dx, aus. Dieses Vorkommen von x wird als
Bestandteil des Quantors angesehen.

Mit Var(A), Var(t) bezeichnen wir alle in der Formel A, bzw. in dem
Term ¢ vorkommenden Variablen.

. Hat eine Formel A die Gestalt Vx B oder dx B so heifit B der Wirkungs-

bereich des Quantors Vr bzw. Jx von A.

. Ein Auftreten einer Variablen x in einer Formel A heifit gebunden,

wenn es innerhalb des Wirkungsbereichs eines Quantors Vx oder dz
einer Teilformel von A stattfindet.

Mit Bd(A) bezeichnen wir die Menge der Variablen, die in A mindestens
einmal gebunden auftreten.

. Ein Auftreten einer Variablen x in einer Formel A heifit frei, wenn es

nicht gebunden.

Mit Frei(A) bezeichnen wir die Menge der Variablen, die in A minde-
stens einmal frei auftreten.

Man konnte hierbei das Auftreten eines Zeichens ¢ in A definieren als ein
Paar ((,i) mit: 1 < i < |AJ, und an der Position 7 in A steht {. Fiir unsere
Zwecke geniigt jedoch ein intuitives Verstédndnis dieses Konzepts.

Siehe auch Aufgabe 4.2.5.

Man beachte, daf§ eine Variable in einer Formel auch frei und gebunden
auftreten kann, d.h. es kann Frei(A) N Bd(A) # {} gelten. Ferner, daf im
Wirkungsbereich eines Quantors, etwa Ve, derselbe Quantor wieder auftreten

kann.

Beispiel 4.8
In der Formel

Va(po(x,y) = Vz(3y pi(y, 2) V Vo pa(f (2), )

treten x und z nur gebunden auf, y tritt frei und gebunden auf.
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Fiir Terme gibt es keine Bindungen von Variablen, so daf§ wir jedes Auftreten
einer Variablen in einem Term als dort freies Auftreten ansehen wollen.

t € Termy, heiBt Grundterm, wenn Var(t) = {}.
Definition 4.9

A heiBt geschlossen, wenn Frei(A) = {}. Ist allgemein Frei(A) = {x1,...,x,},
so heifit

Vay ... Vo, A Allabschluf
dxy ... dx, A Existenzabschlufs

von A. Abkiirzend schreiben wir ClyA bzw. Cl3A.
Ist A geschlossen, dann gilt also ClyA = ClsA = A.

Definition 4.10
(Substitutionen) Eine Substitution (iiber X) ist eine Abbildung

o:Var — Terms

mit o(z) = z fir fast alle z € Var.
Sind x1, ..., 2, so, daB gilt {z | o(x) # 2} C {xy,..., 2}, undist o(z;) = s;
fiir i =1,...,m, so geben wir ¢ auch an in der Schreibweise

{z1/81, . xm/Sm}

o heifit Grundsubstitution, wenn fir alle x € Var gilt: o(z) = = oder o(x)
ist Grundterm.

Mit id bezeichnen wir die identische Substitution auf Var, d.h. id(x) = x fiir
alle z € Var..

Definition 4.11
(Anwendung von Substitutionen) Wir setzen eine Substitution o fort zu Ab-
bildungen

Termys — Terms

Fors — Fors,

die beide wieder mit o bezeichnet werden, mittels:

o o(f(ty,...,tn) = f(o(tr),...,o(tn))
e o(p(ty,... . ty) =plo(ty),...,o(t,))
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e g(t=3s)=0(t) =0(s))

o g(—A)=-0(A)

e 0(AoB)=0(A)oo(B) fiir jeden zweistelligen aussagenlogischen Ope-
rator o.

e 0(QrA) = Qxo.(A), wobei o,(x) =z und o,(y) = o(y) fir y # =, fir
Qe {v,3}

o(A) entsteht aus A, indem simultan fiir jedes © € Var an jeder Stelle, wo x
frei in A auftritt, x ersetzt wird durch o(z).

Beispiel 4.12

L. Fir o ={z/f(z,y),y/9(x)} gilt o(f(z,y)) = [(f(2,9),9(x)).
2. Fir p = {z/c,y/d} gilt u(3yp(z,y)) = Jyp(c,y).

3. Fir oy = {a/f(z,2)} gilt o1(Vyp(z, y)) = Vyp(f(z, ), y).

4. Fiir i = {z/y} gilt 11 (Vyp(z,y)) = Yyp(y, y)-

Das Beispiel 4 unterscheidet sich von den vorangegangenen dadurch, dafl
an einer Position der Formel vor der Substitution eine ungebundene Variable
steht, namlich z, und nach der Substitution eine gebundene Variable, namlich
y. Man hat schon jetzt das Gefiihl, dal eine solche Substitution die Bedeu-
tung einer Formel in unerlaubter Weise verdndert, was wir in Lemma 4.35
konkretisieren kénnen. Wir wollen jedoch schon hier fiir die in Beispiel 4
aufgetretene Situation eine Bezeichnung einfiihren.

Definition 4.13
(kollisionsfreie Substitutionen)

Eine Substitution o heiflt kollisionsfrei fiir eine Formel A, wenn fiir jede
Variable z und jede Stelle freien Auftretens von z in A gilt: Diese Stelle liegt
nicht im Wirkungsbereich eines Quantors Va oder dz, wo x eine Variable in
o(z) ist.

Nach dieser Definition ist {x/y} keine kollisionsfreie Substitution fiir Yyp(z, ).

Definition 4.14
(Komposition von Substitutionen)
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Sind o, 7 Substitutionen, dann definieren wir die Komposition von 7 mit o

durch
(Too)(z) =7(o((x)).

Man beachte, dafl auf der rechten Seite 7 als die zugehorige, gleichnamige
Abbildung Termy, — Termy verstanden werden mus.

Lemma 4.15

1. Gilt fiir t € Termys und Substitutionen o, 7, da§ o(t) = 7(¢), dann
o(s) = 7(s) fir jeden Teilterm s von ¢.

2. Wenn o(t) = t, dann o(s) = s fiir jeden Teilterm s von ¢.
Bewets

1. Strukturelle Induktion nach t.
e Ist ¢ € Var, dann ist ¢ selbst sein einziger Teilterm.
e Seit = f(ty,...,t,). Dann gilt
o(f(tr,...,tn) = flo(tr),...,o(tn))

und
T(f(t1,. .. tn)) = f(7(t1), ..., 7(tn)).

Es folgt also o(t;) = 7(;) fiir i = 1,...,n. Der Term s ist mit
t identisch oder Teilterm eines ¢; (Ubung in 4.2.1), nach Indukti-
onsvoraussetzung folgt also die Behauptung.

2. Spezialfall von 1.

Fiir spitere Zwecke besprechen wir noch eine spezielle Sorte von Substitu-
tionen.

Definition 4.16
Eine Variablenumbenennung ist eine Substitution o mit

1. o(z) € Var fiir alle z € Var

2. o ist injektiv
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Korollar 4.17
Gilt fiir Substitutionen o, 7, daf§ 7 o ¢ = id, dann ist ¢ eine Variablenumbe-
nennung.

Beweis

Esist 7(o(z))

= z fiir jedes x € Var, woraus folgt: o(z) € Var. Ferner haben
wir: Wenn o(x) =

o(y), dann @ = 7(0(2)) = 7(o(y)) = v.

4.2.3 Unifikation
Fiir eine Menge T' C T'ermy schreiben wir kurz
o(T)

fir
{o(t) |t €T}.

Entsprechend fiir M C Forsy,.

Definition 4.18 (Unifikator)

Es sei T C Termy, T # {}, und o eine Substitution tiber X. o unifiziert T,
oder: ist Unifikator von T, genau dann, wenn #o0(T') = 1. T heifit unifizier-
bar, wenn T einen Unifikator besitzt. Insbesondere sagen wir fiir zwei Terme
s,t dal s wnifizierbar sei mit t, wenn {s,t} unifizierbar ist, d.h. in diesem
Fall, wenn o(t) = o(s).

Die Begriffe werden auf Formelmengen iibertragen durch: o unifiziert M ge-
nau dann, wenn #o(M) = 1. (Hierbei liefert # zu einer Menge ihre Méchtig-
keit; insbesondere zu einer endlichen Menge die Anzahl ihrer Elemente.)

Beispiel 4.19
{f(g(a,z),9(y,b)), f(z,g9(v,w)), f(g(x,a), g(v,b))} wird unifiziert durch
{z/a, y/v,z/g(a, a),w/b}.

Wir beschréinken uns im folgenden auf die Betrachtung der Unifikation von
Termmengen und iiberlasssen die (einfache) Ubertragung auf Formelmengen
dem Leser.

Ubungsaufgabe 4.2.1

1. Jeder Term ist mit sich selbst unifizierbar mittels id.
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2. Zwel Terme der Gestalt

f(Sl, ey Sn), f(tl, e ,tn)

(mit demselben Kopf) sind genau dann unifizierbar, wenn es eine Sub-
stitution o gibt mit o(s;) = o(t;) firi =1,...,n.

3. Ist x € Var und t ein Term, der x nicht enthélt, dann sind x und ¢
unifizierbar.

4. Ist x € Var und t ein Term # x, der x enthélt, dann sind x und ¢ nicht
unifizierbar

Der Leser formuliere entsprechende Aussagen fiir Formeln, soweit sie Sinn
machen.

Man sollte erkennen, dafl sich in der obigen Auflistung einfachster Fille ein
Algorithmus verbirgt, der die Unifizierbarkeit einer endlichen Menge von Ter-
men testet und im positiven Fall einen Unifikator liefert. Bevor wir diesen
Algorithmus hinschreiben, gehen wir noch auf die Frage der Eindeutigkeit
eines Unifikators ein.

Beispiel 4.20

{f(z,9(y)), f(9(a), 9(2))}
wird unifiziert durch
o ={z/g(a),z/y},
aber auch durch
T ={z/g(a),y/a, z/a}.
o ist allgemeiner als 7 — oder 7 spezieller als o — insofern, als sich aus dem
Resultat der Anwendung von o auf eine beliebige Termmenge 7" immer noch,

durch die nachgeschaltete Substitution {y/a}, das Resultat der Anwendung
von 7 auf T" gewinnen 1af3t:

7(T) = {y/a}(o(T)) fiir alle T' C Termsy,

d. h.
T ={y/a} oo.

Uns interessieren insbesondere Unifikatoren einer Termmenge, die in diesem
Sinne so allgemein wie moglich sind.
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Definition 4.21
Es sei T' C Termsy. Ein allgemeinster Unifikator oder mgu (most general
unifier) von T ist eine Substitution p mit

1. p unifiziert T'
2. Zu jedem Unifikator o von T' gibt es eine Substitution ¢’ mit o = o’ o p.

Lemma 4.22

Es sei T' eine nichtleere Menge von Termen. Dann ist jeder allgemeinste
Unifikator von 7' bis auf Variablenumbenennung eindeutig bestimmt, d. h.:
Sind p, i allgemeinste Unifikatoren von T mit p(7) = {t} und /(7)) = {t'},
dann gibt es eine Variablenumbenennung 7 mit ¢ = ().

Beweis
Nach der Definition allgemeinster Unifikatoren gibt es Substitutionen o, ¢’
mit

o i =op

o p=o'ty

Daraus folgt = o’op und insbesondere fiir jeden Term ty € T u(ty) =
o'opu(ty). Also auch t = ¢’c(t). Das kann nur sein, wenn fiir jede Variable
x € Var(t) gilt o'o(z) = z. Daraus folgt insbesondere, daf fiir jedes = €
Var(t) o(x) wieder eine Variable sein mufl und fiir z,y € Var(t) mit  # y
auch o(z) # o(y) gilt. Wir definieren

| o(x) falls x € Var(t)
m(x) = { o(x) falls x & Var(t).

wobei @ eine beliebige bijektive Funktion von Var\ Var(t) auf Var \ {o(z) |
x € Var(t)} ist mit: p(y) = y fiir fast alle y € Var (wegen der Endlichkeit
von Var(t)). Offensichtlich ist 7 eine Variablenumbenennung und nach Wahl
von o gilt fiir jeden Term ¢ty € T 1/ (to) = op(ty), also

= 4 (ts) = oulto) = ot).
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4.2.4 Unifikationsalgorithmus

Wir stellen nun den von ROBINSON stammenden Algorithmus vor, der zu
einer endlichen Menge T von Termen entscheidet, ob T unifizierbar ist, und
im positiven Fall einen allgemeinsten Unifikator liefert. Wir benotigen die

Definition 4.23
Zut e Terms und ¢ € IN sei

t® := der an Position i in ¢ (beim Lesen von links nach rechts) beginnende
Teilterm von ¢, wenn dort eine Variable oder ein Funktionssymbol
steht;
undefiniert sonst.

Es sei nun T C Termsy endlich und # (). Die Differenz von T ist die folgende
Menge D(T') C Termsy

1. D(T) =T falls #7T =1

2. Falls #T > 2, sei ¢ das kleinste j mit: Mindestens zwei Terme € T
unterscheiden sich an Position j. Setze D(T) := {t@ |t € T'}.

(Beachte: Nach Ubung 4.2.2, 6 (Seite 126) ist t® wirklich ein Teilterm von
t.)

Man bestitige zur Ubung, da8 gilt:
Es sei #T > 2 und T unifizierbar. Dann

1) #D(T) = 2
2) Jeder Unifikator von 7" unifiziert auch D(T')
3) D(T') enthélt eine Variable x und einen Term ¢t mit = & Var(t).

Satz 4.24

Der Algorithmus von ROBINSON (Bild 4.1, Seite 129) terminiert fiir jedes
endliche, nichtleere T C Termys. Wenn T unifizierbar ist, liefert er einen
allgemeinsten Unifikator von 7. Wenn 7' nicht unifizierbar ist, liefert er die
Ausgabe ,, T nicht unifizierbar®.

Beweis

Wir zeigen
1. Der Algorithmus terminiert.
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2. Wenn er eine Substitution p ausgibt, dann ist x4 Unifikator von 7.
3. Ist o ein beliebiger Unifikator von T', dann gilt: Es gibt u, o’ so daf3

e der Algorithmus mit Ausgabe p terminiert,
eo=copu
e Somit: p ist mgu von 7.

4. Wenn der Algorithmus ausgibt ,, 7" nicht unifizierbar“, dann ist 7" nicht
unifizierbar.

Unter einem Schleifendurchlauf in dem obigem Algorithmus verstehen wir
einen wvollstindigen Durchlauf der Schleife, d. h. der Befehlsfolge 2-4-5. Ist
S eine Menge von Termen und x eine Variable, so sagen wir kurz, dafl z in
S auftritt, wenn z in einem Term in S auftritt.

Wir setzen

e So =T, g :=1d
e Sii1:= Wert von S nach dem (k + 1)-ten Schleifendurchlauf

® i1 := entsprechend mit

sofern die Schleife tatsiachlich so oft durchlaufen wird. Ferner seien dann x, ty,
die im (k + 1)—ten Schleifendurchlauf ausgewdhlten z, t.

Ad 1:

k sei so, daB die Schleife mindestens (k + 1)—mal durchlaufen wird. Dann
gilt

Sk1 = {xk/tr}(Sk)-
Dabei tritt x; in S;?, aber nicht in t; auf, jede Variable in Si,; aber auch
in Sj. Also: Beim Ubergang von Sy zu Sky; vermindern sich die Variablen

in Sky1 genau um xy. Es folgt, daf§ die Schleife nur endlich oft durchlaufen
wird. Das Programm terminiert.

Im Folgenden sei m die Anzahl der Schleifendurchlaufe. (Es wir also 5 genau
m—mal, 2 genau (m + 1)—mal ausgefiihrt.)

Ad 2:
Durch Induktion iiber k£ ergibt sich unmittelbar, dafl

Sk = px(T)
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fiir alle k£ < m. Halt das Programm mit Ausgabe einer Substitution yu an,
dann hat p den Wert p,,, und es ist

#Hpm(T) = #Sm = 1.

[ ist Unifikator von T

Ad 3:

Es sei o ein Unifikator von 7. Wir zeigen zunéchst
(x) Fiir alle k& < m: es gibt o mit 0 = oy 0 .
k=0:

Setze oy := 0.

k+1:

Nach Induktionsannahme existiert o mit o = oy o pg. Wir haben

$0u(Sk) = #ou(ui(T)) = #o(T) = 1

da o Unifikator von T" ist. Wegen k+1 < m wurde im (k +1)—ten Durchlauf
noch Test 2 mit ,,Nein“ und Test 4 mit ,,Ja“ verlassen: es ist #S;, > 2, und
in D(S) gibt es xy, ty mit zy & Var(ty). Da oy Unifikator von Sy ist, mufl
gelten oy (zx) = op(tx). Wir setzen

opin (1) = { ox(z) falls w # z

z,  falls z = zy.

Wir haben fiir alle z:

Falls x # xy:

orr1({zn/te}(2)) = oni1(x) = ow(2),
falls ¢ = zy,:

orr1({@e/ti} (@) = onr({@e/tr} (1))

= Ukle(t)k) = <7<k(>tk (da z). & Var(ty))

Somit
Ok+1 © {:L‘k/tk} = 0k.

Es folgt
Ok41 © flk41 = Okp1 © {0k /te} O pi
= 0O UL =0

d. h. (%).

Insbesondere gilt

0 = Opm O -
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Angenommen nun, bei der (m + 1)—ten Durchfiihrung des Tests 2 wiirde der
»,Nein“-Ausgang gewahlt, d. h. es wire #5,, > 2.

om unifiziert S, (da o T unifiziert). Also mufl D(S,,) eine Variable x und
einen Term ¢ enthalten mit 2 & Var(t) (siehe die obige Ubung zum Operator
D). Test 4 wiirde mit ,,Ja“ verlassen, im Widerspruch zur Definition von m.
Hiermit ist 3 bewiesen.

Ad 4: Folgt unmittelbar aus 3.

4.2.5 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 4.2.2
Beweisen Sie die folgenden Aussagen

1. Termg N Fory = {}
2. Kein Teilwort eines Terms s ist eine Formel.

3. Ist s ein Term und sind ¢, v Teilterme von s, dann gilt genau eine der
Aussagen

e 1 ist Teilterm von ¢
e ¢ ist echter Teilterm von w
e ¢, u liegen disjunkt

Entsprechendes gilt fiir Teilterme einer Formel und Teilformeln einer
Formel.

4. Ist der Term ¢ ein Prifix des Terms s, dann s = t. Ist die Formel B
ein Prafix der Formel A, dann A = B. Keine Formel kann Prifix eines
Terms sein.

5. Es sei t ein Term und i eine Position in ¢ (d. h. 1 <1 < |¢|; ¢ wird von
links nach rechts gelesen). Genau dann beginnt bei i ein Teilterm von
t, wenn dort eine Variable oder ein Funktionssymbol steht.

6. Es seien s,t € Termy, s # t. Dann gibt es eine erste Position i, 1 <
i < min(]sl,|t]), an der s und t sich unterscheiden. Fiir dieses i gilt:
Sowohl in s wie in ¢ steht dort eine Variable oder ein Funktionssymbol.
(Nach 5 also: dort beginnt ein Teilterm.)
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Es sei nochmals betont, dafl diese Aussagen sich auf unsere ,offizielle Spra-
che (ohne Klammereinsparungen) beziehen.

Ubungsaufgabe 4.2.3
Definieren Sie den Begriff eines ,, Teilterms zu einem Term s* durch struktu-
relle Induktion. Entsprechend zu einer Formel A: ,, Teilformel von A*.

Ubungsaufgabe 4.2.4

Im Falle einer endlichen Signatur ¥ sind Termsy, Fory kontextfreie Spra-
chen, man gebe erzeugende Grammatiken an. Auch bei einer unendlichen Si-
gnatur lassen sich in manchen Féllen kontextfreie Grammatiken fiir T'ermsy
bzw. Fory, angeben, wenn man die Funktions- und Pradikatsymbole geeig-
net codiert: etwa, wenn es zu jeder Stelligkeit n unendlich viele n—stellige
Funktions- und Préadikatsymbole gibt; oder wenn dies, mit festem m, fiir alle
n < m der Fall ist und insgesamt nur fiir endlich viele Stelligkeiten solche
Symbole vorhanden sind. Weshalb hat man im allgemeinen Fall Schwierig-
keiten?

Ubungsaufgabe 4.2.5
Man definiere Frei(A) und Bd(A) direkt durch strukturelle Induktion.

Ubungsaufgabe 4.2.6

Zu jeder Substitution o und jeder Formel A gibt es eine Formel A’; die
aus A durch Umbenennung gebundener Variablen entsteht, so daf§ o fiir A’
kollisionsfrei ist.

Ubungsaufgabe 4.2.7
Geben Sie (falls existent) fiir die folgenden Paare von Termen einen allge-
meinsten Unifikator o an. Falls kein mgu existiert, begriinden Sie dies.

L. {p f(fcl,fb’l) 371,f(372,£172)7132),
(1, f (Y25 y2), Y2, f (Y3, y3)) }

(
(
2. {p(f(x,v),9(z,y)),
p(f(h(2), h(z )) g(h(2),2))}
3. {p(f(y),w,g(2)), p(u,u,v)}
4. {p(f(y),w,g(2)), p(v,u,v)}

Ubungsaufgabe 4.2.8
Dual zur Definition 4.18 definieren wir den Begriff der konkretesten Verall-
gemeinerung zweier Terme.
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Definition 4.25
Seien tq,ty Terme.

1. ein Term ¢ heifit eine (gemeinsame) Verallgemeinerung von t1, to wenn
es Substutionen ¢; und oy gibt mit

01 (t) = tl und Ug(t) = t2

2. t heifit eine konkreteste Verallgemeinerung von t;, to, wenn t zunéchst
eine Verallgemeinerung von tq, to ist und fiir jeden Term s, fiir den es
Substitutionen 7y, 75 gibt mit 71(s) = ¢; und 79(s) = 3 eine Substitu-
tion p existiert mit p(s) = t.

Die Definition wird durch das folgende Bild veranschaulicht:

S
P
T1 T2
t
2N
t1 to

Wir geben eine Vorschrift an, die aus zwei Termen t;, t5 einen dritten Term
kEV g(t1,ts) konstruiert. Als Hilfsfunktion brauchen wir eine Abbildung nv die
zwei beliebigen Termen si, so eindeutig eine neue Variable nv(sy, s9) zuord-
net. Die Einzelheiten der Definition von nv spielen keine Rolle, solange nur
aus nv(sy, s2) = no(sy, sh) folgt s = 5] und sy = sb.

f(k:Vg(tn, tgl), ceey k:Vg(tlk, tgk)) falls tl = f(tlla Ce tlk)
und

t2 - f(t217 e t2k>
nu(ty, ta) sonst

k:Vg(tl, tg) =

Zeigen Sie, dafl kV g(t1,t2) eine konkreteste Verallgemeinerung von t; und ¢,
ist.

Die konkreteste Verallgemeinerung von ¢, und ¢, wird manchmal auch als die
Anti- Unifikation von t; und t9 bezeichnet.
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Gegeben sei T C Termsy, T endlich und # ().

1:8:=T; p:=1id

Y

2: #5 =17 Ja 3: Ausgabe: u; STOP

Y

nein

4: Enthélt D(S) eine Variable x
und einen Term ¢ mit o € Var(t)?

nein 6: Ausgabe T nicht
unifizierbar®; STOP

Y

ja

Y

5: Wihle solche z, t;
= {a/th o
S = {z/t}(9)

Abbildung 4.1: Algorithmus von Robinson
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4.3 Semantik der PL1

Betrachten wir die Formel

q(z) — Jy(in(y, ) AN El(y)),

so kénnen wir bisher nur sagen, daf} sie eine korrekt gebildetet Formel iiber
der Signatur ¥ = {k( ), q( ), d( ), kI(), gr(), in(, )} ist. Es macht keinen
Sinn zu fragen, ob diese Formel, wahr oder falsch ist. Dazu miiiten wir zu-
erst wissen, welche Bedeutung die auftretenden Relationszeichen ¢, k£l und in
haben, wir miiffiten wissen iiber welchem Bereich von Elementen wir nach ei-
nem Beispiel fiir die durch Jy signalisierte Existenzbehauptung suchen sollen.
Diese Informationen werden durch die im néchsten Abschnitt definierten In-
terpretationen festgelegt. Die Angabe einer Interpretation gentigt aber noch
immer nicht um der Formel einen Wahrheitswert zuordnen zu kénnen, solange
wir nicht wissen, auf welches Element die freie Variable x referenziert. Diese
Information wird durch die sogenannten Variablenbelegungen festgelegt. In
Abhéngigkeit von einer Interpretation D und einer Variablenbelegung (3 liegt
jetzt die Wahrheit oder Falschheit der obigen Formel fest.

4.3.1 Interpretationen

Definition 4.26 (Interpretation)
Es sei ¥ eine Signatur der PL1. Eine Interpretation D von 3 ist ein Paar
(D, I) mit

1. D ist eine beliebige, nichtleere Menge
2. I ist eine Abbildung der Signatursymbole, die

e jeder Konstanten ¢ ein Element I(c) € D

e fiir n > 1: jedem n—stelligen Funktionssymbol f eine Funktion

I(f): D" = D
e jedem O—stelligen Pradikatsymbol P einen Wahrheitswert [(P) €
{W, F}

e fiir n > 1: jedem n—stelligen Pradikatsymbol p eine n—stellige
Relation I(p) C D" zuordnet.

Wir werden manchmal eine Interpretatin D = (D, I') auch eine prddikatenlogische
Struktur, oder einfach eine Struktur nennen. Der Funktion I haben wir hier
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Qs

Q2

Qs

O

O
O AN

Q3 Dy

Py ={k(), q(), d(), kI(), gr(), in(, )}

Dpgp ={Qi 11 <i <6} U{Ky, Ky, K3, D1,D9,Ds} Ipg(q) = {Q; 11 <i <

6}, [Bsp(k> ={K,, Ky, K3}, [Bsp(d) = {Dy, Dy, D3}

Ipgp(in) = { (K1, Q1), (K1, Q3), (K2, @Q1), (K2, Q2), (K3, Q2), (K3,Q3), (D3, D1), (@5, D2)}

Tabelle 4.1: Beispiel einer Interpretation

keinen eigenen Namen gegeben. Falls notwendig nennen wir I die Interpre-
tationsfunktion.

Abbildung 4.1 zeigt ein Beispiel einer Interpretation ¥ mit den Pradikatszei-
chen Py = {k( ), q( ), d( ), kl(), gr(), in(, )}. Die Interpretation des
einstelligen Pradikatszeichens k ist dabei die Menge aller Kreise, die von ¢
die Menge aller Quadrate, die von d die Menge aller Dreiecke. Das Universum
besteht in diesem Beispiel aus der Menge aller aufgezeichneten geometrischen
Objekte. Die Interpretation von kl ist die Menge aller kleinen Objekte, die
von gr entsprechend die Menge aller groflen Objekte. Da man sich dariiber
streiten kann, was grofl und was klein ist, geben wir explizit an:
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IBsp(kl) - {Kh K27 K?n Q47 Q57 QG? D3}
Ips,(gr) = Komplement von Ipg,(kl) in D.

Die Interpretation der bindren Relation in wird in der Abbildung indirekt
durch die geometrische Enthaltenseinsrelation dargestellt.

Definition 4.27 (Variablenbelegung)
Es sei (D, ) eine Interpretation von X. Eine Variablenbelegung (oder kurz
Belegung iiber D) ist eine Funktion

B:Var — D.

Zu B, x € Var und d € D definieren wir die Modifikation von 5 an der Stelle

x zu d:
d fallsy==x

Paty) = { Bly) falls y £ 2

Definition 4.28 (Auswertung von Termen und Formeln)

Es sei (D, 1) eine Interpretation von ¥ und f eine Variablenbelegung iiber
D. Wir definieren eine Funktion valp ; 3, welche jedem Term ein Element in
D und jeder Formel einen Wahrheitswert zuordnet. Also:

valp 15 : Terms, U Fors, — D U{W, F}

mit
valp 1 5(t) € D fiir t € Terms,
valp 1 3(A) € {W, F} fir A € Fory

1. valp g auf Terms:
valp, 1 g(z) = B(x) fir x € Var
U(llDJﬁ(f(tl, P ,tn)) = (I(f))(valD7175(t1), P ,U(llDJﬁ(tn))

2. valp, 1 auf Fors:

(a) valps(1) =
’UG,ZDJ 5(0)
W falls val = val t
valp,rpls = 1) =4 % 0 p.1,5(8) =valp 1 4(t)
valp 1 3(P) := I(P) fiir O-stellige Pridikate P
( W falls (valp rs(t1), ... ,valpp(t,)) € I(p)

F sonst

valp 1s(p(ty, ..., tn)) = {
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(b) Ist valp ;s fir Formeln A, B bereits definiert, so wird valp ; g auf
—-A, ANB, AV B, A — B, A + B festgelegt wie in der Aussa-
genlogik. Ferner:

| W falls fiir alle d € D : valp ; ga(A) = W
valp, (Ve A) = { F sonst
W falls ein d € D existiert mit valp rgi(A) = W

F sonst

UCLZD,[ﬂ(HxA) = {

Insbesondere ist also valp s 5(c) = I(c) fiir jede Konstante c.

Ferner erkennt man:

Ist ¢ ein Grundterm, dann héngt valp ; 5(t) von /5 gar nicht ab. Wir schreiben
dann I(t) statt valp 1 s(t).

Beispiel 4.29
Wir wollen die Formel

q(x) — Jy(in(y, z) N kl(y)),

in der Interpretation Dpg, aus Abbildung 4.1 mit der Variablenbelegung
f(x) = Q1 auswerten.

Wir beginnen mit der links des Implikationspfeils — stehenden Teilformel
und bemerken valp,,, s(z) = Q1 € I(g). Nach der Definition von val folgt
also valp,,, s(q(v)) = W.

Wir behaupten, daf§ auch fiir die rechts von — stehende Teilformel gilt:
valp,,, s(Jy(in(y, z) Nkl(y) = W

Dazu miissen wir ein geeignetes Element aus D fiir die Belegung der existen-
tiell quantifizierten Variablen y finden. Im vorliegenden Fall eignet sich Kj.
Wir behaupten namlich

UalDBsp,ﬁfl(( in(y,z) Nkl(y)) = W

Durch weitere Anwendung der Definition von val kann diese Behauptung re-
duziert werden zu

(Kl,Ql) € IBSp(’iTL) und K; € ]Bsp(k’l),

was offensichtlich nach Definition des Beispiels zutrifft. Insgesamt haben wir
damit

valpy,, 5(q(x) = Jy(inly, ) ANkl(y)) = W
gezeigt.
Korollar 4.30
Es gelten die aus der Aussagenlogik bekannten Abhéangigkeiten zwischen den

Bedeutungen der Operatoren 1, 0, =, A, V, —, <>, so da} hier wieder die
bekannten Teilmengen dieser Menge ausreichen. Ferner gilt fiir alle x, A:
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valp,r3(IrA) = valp ; p(—Vr—A)
valp 1 3(VrA) = valp ; g(—3z—A)

d. h. 3 ist durch V und —, V ist durch 3 und — ausdriickbar. Als Basis der
Sprachen der PL1 konnen wir also etwa nehmen

0, =,V
oder

-, =,V
oder

-, A,V

und viele andere mehr. Die iibrigen Operatoren lassen sich dann als Abkiirzun-
gen auffassen. Insbesondere geniigt es bei struktureller Induktion iiber Fory,
die Formeln iiber irgendeiner solchen Basis zu betrachten.

Zur notationellen Vereinfachung werden wir manchmal eine Interpreta-
tion (D, I) durch einen Buchstaben D bezeichnen und schreiben:

valp g fir walp 1.
D = Alay,...,a,) fir wvalpg(A) = W, wobei fB(x;) = a; und
X1, ..., T, die in A frei vorkommenden Varia-

blen sind, oder eine Obermenge davon
tPlay, ..., an) fir walp g(t) entsprechend

Wir gewinnen in dieser Notation an Ubersichtlichkeit durch die Einsparung
von [, miissen aber voraussetzen, dafl die Zuordnung, welches der in eckigen
Klammern angefiihrten Elemente als Belegung fiir welche Variable dient, aus
dem Kontext ersichtlich ist. Wir belegen in der Regel die Variablen in ihrer
alpha-numerischen Reihenfolge.

Das folgende Lemma faflt einige offensichtliche Konsequenzen aus der Defini-
tion der Auswertungsfunktion val zusammen. Zum Beispiel hangt der Wert
von valp g(A) nicht ab von den Funktionswerten /(z) fiir Variable x, die in A
nicht frei vorkommen. Diese Tatsachen werden im folgenden stillschweigend
benutzt. Ein dhnliches Lemma liele sich formulieren iiber die Unabhéngig-
keit von valp ;s(A) von den Werten [(P) fiir Pridikate P, die in A nicht
vorkommen. Wir verzichten darauf und vertrauen der natiirlichen Intelligenz
des Lesers solche und dhnliche Offensichtlichkeiten im folgenden zu erkennen.

Lemma 4.31 (Koinzidenzlemma)
D sei Interpretation iiber .

1. Gilt fiir den Term ¢ und die Variablenbelegungen g, v, dafl
B(x) = y(zx) fir alle x € Var(t),
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dann
valp g(t) = valp (1).
2. Gilt fiir die Formel A und die Variablenbelegungen (3, v, dafl
B(x) = v(x) fir alle z € Frei(A),
dann

valp g(A) = valp ,(A).

3. Ist A € Foryg geschlossen, dann gilt
valp g(A) = valp ,(A)

fiir alle Belegungen f3,~, d. h. der Wert von A héngt nicht von der
Belegung ab.

Beweis: Durch strukturelle Induktion unter Ausnutzung der Definition von
val.

Fiir die beiden folgenden Beispiel legen wir das arithmetische Signatur fest
Yarith bestehend aus Zeichen fiir die Addition (+), Multiplikation (x), Ord-
nungsrelation (<).

Beispiel 4.32

Die Struktur Z stehe fiir die gewohnte Interpretation der Signatur X, mit
Universum Z und der Additionfunktion (+z), Multiplikationsfunktion (xz)
und der Ordnungsrelation (<z), zusammenfassend: Z = (Z, 4z, *z, <z).

Beispiel 4.33

Die Struktur Zj;,; steht fiir den Java Datentyp int. Das Universum Z;;,,; be-
steht aus den ganzen zwischen minint und maxInt, d.h. Z;;,, ist das Interval
[minInt, mazxInt] = [—2147483648, 2147483647]. Die Ordnungsrelation <
ist die Einschrénkung von <z auf das Intervall Zj;,,. Liegt das Ergebnis
einer Addition oder Multiplikation in Zj;,; im Intervall [minInt, maxInt],
dann stimmt es mit dem entsprechenden Ergebnis in Z {iberein. Anderenfalls
wird modulo 4294967296 gerechnet. Diese Zahl ist die Lénge des Intervalls
[minInt, mazInt] und damit gleich —2 % minInt. Prizise gilt

THimy = T+zy falls minint < x +z y < maxInt
mod jins (T +2z y) sonst
T*pmt Yy = TxzyY falls miniInt < x xz y < maxInt
mod jini (T *z ) sonst

wobei

mod jini(z) = (2 — minInt)mod(—2 * minInt) + minlnt
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Anschaulich kann man sich vorstellen, daf} in Zj;,,; nach Erreichen von maxInt
mit menInt weitergezihlt wird, die ganzen Zahlen in Java sind also in gewis-
ser Weise zyklisch. Dafl diese anschauliche Beschreibung mit der mathema-
tischen iibereinstimmt bestétigt die Rechnung:
mazxInt + e 1 = mod i (maxInt + 1)
= (maxInt + 1 —minInt)mod(—2 * minInt) + minInt
= (=2 xminInt)mod(—2 * minInt) + minInt
= 04 nunint
= manlint.

Hier sind einige Beispiel, welche die beiden arithmetischen Strukturen mit-
einander vergleichen:

‘Formelgb ‘Z):gb‘ZJmt):gb‘
Vedy(x < y) ja nein

Vo, y((e+ Dxy=z*y+y)|ja ja
J(0<zAz+1<0) nein | ja

Die folgenden beiden Lemmata sind technischer Natur, spielen aber eine
Schliisselrolle bei Beweisen durch strukturelle Induktion. Dariiberhinaus sa-
gen sie Grundsétzliches {iber die Substitution aus. Es geht um folgendes: Der
Wert, der bei der Auswertung eines Terms oder einer Formel einer freien Va-
riablen x zukommt, kann auf zwei Arten beeinflufit werden. Man kann durch
eine Substitution ¢ an die Stelle der freien Variablen = einen Term o(x) set-
zen, oder man kann die Variablenbelegung 8 an der Stelle x modifizieren.
Die Substitutionslemmas beschreiben den Zusammenhang zwischen diesen
beiden Moglichkeiten.

Lemma 4.34 (Substitutionslemma fiir Terme)
Y sei eine Signatur, D eine Interpretation fiir ¥, [ eine Belegung, o eine
Substitution und ¢ € T'ermy. Dann gilt

valp g(o(t)) = valp g (t).
wobei §'(z) = valp g(o(x)) fir alle x € Var.

Beweis
Strukturelle Induktion nach ¢.

t=x¢€Var:
valp g(o(z)) = p'(x) nach Def. von
= walpg(r) nach Def. von val fiir Variable
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t = f(tl, e ,tn)l
valp g(o(f(t1, ..., tn)))
=wvalpg(f(o(ty),...,o(ts)))

= I(f)(valpg(o(tr)), ..., valp p(a(ln)))
= I(f)(valp g (t1), ..., (valp g(t,))) (nach Induktionsannahme)

= ’U(llpﬂl(f(tl, c. ,tn)).

Lemma 4.35 (Substitutionslemma fiir Formeln)
) sei eine Signatur, D eine Interpretation fiir 3, § eine Belegung, A € Fory,
und o eine fiir A kollisionsfreie Substitution. Dann gilt:

valp g(o(A)) = valp g (A),
wobei f'(z) = valp g(o(x)) fir alle z € Var.

Beweis: Geschieht durch strukturelle Induktion nach A. Wir fithren hier ex-
emplarisch den Induktionsschritt von A nach 3xA vor. Wir schreiben valg
anstelle von valp 3. Aulerdem sei o, definiert durch o,(z) = z, 0,(y) = o(y)
fiir y # x.

valg(o(IrA)) = W

gdw wvalg(Fxo,(A) = W Anwendung von o
gdw walga(o,(A)) = W fiirein d € D Def. von wval
gdw valgay (A) = W Ind. Voraussetz.

wo (B4)"(y) = valga(o,(y)) fiir all y.
gdw wvalga(A) = W Liicke
gdw wvalg(3zA)= W Def. von wval

Man beachte, daf§ die Induktionsvoraussetzung fiir die Formel A mit der
Variablenbelegung 3¢ und der Substitution o, benutzt wird.
Der Beweis wird vollstédndig gefiihrt sein, wenn wir die Liicke

(B2)" = (B2

schlieflen kénnen. Wir miissen fiir jede Variable y € Frei(A) zeigen (39)"(y) =

(85 (w)-

Yy =a:
(B)"(x) = wvalgy(oa(z)) Def. von (53;)"
= walg(x) Def. von o,
= pB4x) Def. von val fiir Variable
= d Def. der modifizierten Belegung
= (B)4(x) Def. der modifizierten Belegung
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y # x, y frei in A:

(B)"(y) = wvalgg(oa(y)) Def. von (8)"
= walg(o(y)) Def. von o,
= walg(o(y)) da x nicht in o(y) vorkommt

Kollisionsfreiheit von o
= [(y) Def. von ('
= (B)y) Def. der modifizierten Belegung

Wir beenden das Thema ,,Substitutionslemma® mit zwei Anwendungsbei-
spielen.

Beispiel 4.36 (Hoare-Kalkiil)
Die Zuweisungsregel im Hoare-Kalkiil ([dB80], Seite 38) lautet:

{{z/s}A} x == s {4}

wobei die Substitution kollisionsfrei sein mufl und ausdriicken soll, dafl ausge-
hend von einem Zustand, in dem die Formel {z/s}A wahr ist, nach Ausfiihrung
der Programmstiicks x := s ein Zustand erreicht wird, in dem die Formel A
gilt. Die Struktur, in welcher die Wahrheit der Formeln auszuwerten ist,
wird in der Regel nicht explizit angegeben. Sie ergibt sich aus dem Kontext
und legt die {ibliche Bedeutung der verwendeten Datentypen fest, z.B. der
natiirlichen Zahlen, der Listen von Zahlen oder der Bdumen samt der iibli-
chen Funktionen und Relationen auf diesen Datentypen. Wir nennen diese
Hintergrund-Interpretation H. Ein Zustand ist eindeutig bestimmt durch die
augenblickliche Belegung der Programmvariablen und entspricht somit unse-
rem Begriff einer Variablenbelegung. Wir betrachten eine Variablenbelegung
(einen Zustand) f, in dem valy g({x/s}A) = W gilt. Die Voraussetzungen
fiir die Anwendung der Zuweisungsregel ist also erfiillt. Nach Ausfithrung der
Zuweisung x := s wird ein Zustand (3’ erreicht mit

vy | valyg(s) falls z =y
Ply) = { 5(;; Bsonst

Behauptet wird, dafl in dem neuen Zustand, ', die Formel A gilt, oder in for-
maler Notation aufgeschrieben, dafl valy g(A) = W. Ein genauer Vergleich
zeigt, dafl das gerade die Aussage des Substitutionslemmas fiir Formeln ist
fir die Substitution o = {z/s}.

Das zweite Anwendungsbeispiel tritt im Beweis des folgenden Lemmas auf:
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Lemma 4.37

Sei ¥ eine Signatur, D eine Interpretation fiir 32, £ eine Belegung und o eine
fiir A kollisionsfreie Substitution mit o(y) = y fiir alle Variablen y # z, dann
gilt:

o valp s(VeA — o(A) = W
e valpg(o(A) — JzA) = W.

Beweis

Wir nehmen an, da8 valp g(VzA) = W gilt, d.h.
valp ga(A) = W fiir alle d € D.

7 zeigen ist
valp g(o(A)) = W

Nach dem Substitutionslemma ist das gleichbedeutend mit
valp g (A) = W

wobel

B'(y) = valp(o(y)) = { fé?g;?g?x:;)#fazils y =X

Also 8 = B2 fiir d = valp g(o(x)).

Die zweite Aussage 1t sich analog beweisen.

4.3.2 Allgemeingiiltigkeit, logische Aquivalenz

Wir wollen uns bei der Behandlung der logischen Folgerbarkeit beschréanken

auf Formeln, die keine freien Variablen enthalten. Das ist mit Abstand der ty-
pischste Anwendungsfall. Der Fall mit freien Variablen wird in den Ubungsaufgaben
4.3.6 bis 4.3.9 ausfiihrlich behandelt.

Wenn wir im folgenden keine genauen Abgaben machen ist jede Formel als
eine Formel ohne freie Variablen zu verstehen.

Definition 4.38 (Modell)

Eine Interpretation D iiber X heiit Modell einer Formel A ohne freie Va-
riaben iiber X, wenn gilt valp(A) = W.

D heifit Modell einer Formelmenge M ohne freie Variable, wenn fiir jede
Formel B € M gilt valp(B) = W.
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Definition 4.39 (Folgerbarkeit)
Es sei M eine Menge von Formeln aus Fory und A eine einzelne Formel aus
Fory,, wobei weder in M noch in A freie Variablen vorkommen.

MEs A & Jedes Modell von M ist auch Modell von A.

Lies: Aus M folgt A (iiber ).

Wir werden meistens kurz |= statt =5 schreiben. Ferner stehe wieder = A

fir ) = Aund B | A fiir {B} E A.

Definition 4.40
A € Fors,. ohne freie Variablen heif3t

e allgemeingiiltig gdw = A
e erfiillbar gdw —A ist nicht allgemeingiiltig.

Lemma 4.41
Sei A eine variablenfreie Formel.

1. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) A allgemeingiiltig
(b) Jede Interpretation D ist Modell von A.
(c) valpg(A) = W fiir alle Interpretationen D.

2. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) A erfiillbar
(b) Es gibt eine Interpretation D mit valp(A) = W

3. Falls M keine freien Variablen enthalt gilt:
M U {—A} ist nicht erfiillbar gdw M = A.

Beweis: Ubung
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Wir werden im folgenden viele Beweise allgemeingiiltiger Formeln kennen-
lernen. Ein besonders einfacher Fall liegt vor, wenn die Allgemeingiiltigkeit
»schon allein aufgrund der aussagenlogischen Struktur besteht*:

Definition 4.42

(Tautologie) A € Fory, heifit Tautologie, wenn es eine endliche aussagenlogi-
sche Signatur ¥’ = {Fy, ..., P,_1},ein A’ € Fory, und Formeln Ay, ..., A,_1 €
Fory, gibt, so dafl

o A’ ist (aussagenlogisch) allgemeingiiltig iiber X'
e Aentsteht aus A, indem man dort P; durch A; ersetzt (fiiri = 0,...,n—
1).

Beispiel 4.43
(wir lassen keine Klammern weg):

((((p(x) A =qly, ¢, 2)) = ple)) A (2(p(x) A =q(y, ¢, z)) = ple)) = p(c)))
ist eine Tautologie, denn
(((Po—)Pl)/\(_'PO—)Pl))%Pl)

ist aussagenlogisch allgemeingiiltig, und hieraus entsteht durch Ersetzen von
By durch  (p(z) A =q(y, ¢, )
P, durch p(c)

die Ausgangsformel.

Lemma 4.44
Jede Tautologie ist allgemeingiiltig.

Beweis

Zur Tautologie A seien Ay, ..., A,_; Teilformeln, wie in der Definition festge-
legt. Es sei D, I, B gegeben. Gemé$ der Definition der A; ist dann valp 1 5(A)
eindeutig festgelegt durch die Werte valp ; s(A;), i = 0,...,n—1, und ist fir
jede Verteilung dieser Werte .

Besonders wichtig jedoch sind — wie in der Aussagenlogik — allgemeingiiltige
Formeln der Gestalt A <» B.

Definition 4.45
A, B € Fory, heiBen logisch dquivalent gdw = A <> B (d. h. A < B ist
allgemeingiiltig)
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Wie es wiinschenswert ist und wie wir gleich festhalten, ist logische Aquiva-
lenz eine Kongruenz auf Forsy.

Korollar 4.46
Logische Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation auf Fory. Sie ist dariiber-
hinaus eine Kongruenz, d. h.: gilt

FA« A =B+ B
dann auch
oA« oA
E (Aop B) < (A op B') fur op € {A\,V, =, <}
E QrA < QzA fir x € Var,@Q € {V,3}

Beweis

Unmittelbar aus der Definition.

Korollar 4.47 (Ersetzungstheorem)
Es seien A, A, B, B’ € Fory, mit

e B ist Teilformel von A
e B ist logisch dquivalent zu B’

o A’ entsteht aus A, indem man dort an irgendwelchen Stellen (nicht
notwendig iiberall) B durch B’ ersetzt.

Dann ist A logisch dquivalent zu A’.

Beweis

Klar nach dem letzten Korollar.

Satz 4.48
Fir z,y € Var, A,B € Fors und @ € {V, 3} sind logisch dquivalente For-
melpaare:

1. Aund B, wenn A < B Tautologie ist,
2. =Vx A und dz—A, -3xA und Vz-A
3. VaVyA und VyVz A, 3x3dyA und Jydz A
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4. V(A A B) und Ve A ANVaB
5. dz(AV B) und JdzAV 3xB

6. QrzA und Qu{z/y}(A), falls {z/y} kollisionsfrei ist fir A und y ¢
Frei(A)

7. ANQzB und Qx(A A B), falls x ¢ Frei(A
8. QrAN B und Qz(AA B), falls x ¢ Frei(B
9. AV QzB und Qz(AV B), falls x ¢ Frei(A
10. QzAV B und Qz(AV B), falls © ¢ Frei(B
11. A — VB und V(A — B), falls © ¢ Frei(A)
12. VoA — B und Jz(A — B), falls © ¢ Frei(B)
13. A — JzB und 3z(A — B), falls ¢ ¢ Frei(A)
14. 3zA — B und Va(A — B), falls © ¢ Frei(B)

)
)
)
)

Man bemerke, dafl diese Liste teilweise redundant ist (5 ergibt sich aus 4
eﬂtc.). Wir haben sie absichtlich in dieser Reichhaltigkeit aufgeschrieben. Die
Aquivalenz 6 nennt man gebundene Umbenennung.

Beweis

1 wissen wir schon, 2 bis 5 rechnet man unmittelbar nach. Man mache 6
als Ubung (wobei man das Substitutionslemma verwende); ohnehin wird die
Allgemeingiiltigkeit der gebundenen Umbenennung aus spéiteren Resultaten
folgen. Stellvertretend fiir 7 bis 14 zeigen wir 11. (Die anderen Aussagen
dieser Gruppe folgen hieraus oder werden entsprechend bewiesen.)

Es ist zu zeigen, da8 fiir alle D, I, B gilt:
valp 1 3(A = VeB) = valp 1 (Ve (A — B))

wenn x ¢ Frei(A). Falls valp ; s(A — Vo B) = W, hat man valp,r,s(Vz(A —
B)) = W unmittelbar aus der Definition von val  (Ubung).

Sei umgekehrt valp ; g(Ve(A — B)) = W, d. h.

1. Fiir alle d € D: (valp ;3a(A) =W = valp 1 ga(B) = W),
Angenommen nun, es wére valp 1 3(A — Vo B) = F. Dann gilt also

2. UalD7[75(A) =W

3. valp 13(VeB) = F, d. h.: es gibt ein e € D mit valp 1 g (B) = F.
Da z ¢ Frei(A), liefern 2 und das Koinzidenzlemma fiir dieses e:
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4. valDJﬁ; (A) =W.
Aus 4 und 1 hat man

5. valDJﬁ;(B) =W
im Widerspruch zu 3.

4.3.3 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 4.3.1
Ist © & Frei(A), dann

valp,1,s(A) = valp ; ga(A) fiir alle d € D.
Insbesondere: Ist A geschlossen, dann

valp,1,5(A) = valp ; ga(A) fiir alle z € Var und d € D.

Ubungsaufgabe 4.3.2
Geben Sie eine geschlossene priadikatenlogische Formel A an, fiir die gilt:

Jedes Modell (D, I) von A hat einen unendlich grofen Grundbereich D.

Ubungsaufgabe 4.3.3
Der Beweis von Teil 2 aus Lemma 4.31 wird durch strukturelle Induktion
iiber A gefiihrt. Beweisen Sie den Induktionsschritt von B auf VaB.

Ubungsaufgabe 4.3.4
Fiir beliebige Mengen P, Q. R, S gilt:

SN = 0
P C QUR N
P
P=0 = Q#19 Nk #90
QUR C S

Geben Sie eine geschlossene pridikatenlogische Formel A iiber der Signatur

@,{p,q,7, 5}, a(p) = alq) = ar) = a(s) = 1}

an, die diesen Sachverhalt modelliert, d.h. jede Interpretation, die die Exten-
sionen von p, q,r, s als Mengen interpretiert, ist ein Modell von A.
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Ubungsaufgabe 4.3.5 (First—Order n—Damen Problem)
Auf einem n x n Felder grofien Schachbrett sind n Damen so zu verteilen,
daBl keine eine andere schlagen kann.

Finden Sie geschlossenee priadikatenlogischee Formeln g, so, dafi fiir allen > 1
gilt:

¢y ist erfillbar
gdw
das n—Damen Problem hat wenigstens eine Losung.

Versuchen Sie eine Losung zu finden, bei der die Lange von ¢, linear mit n
wiéchst.

Ubungsaufgabe 4.3.6

Ist M eine Menge von Formeln, in denen auch freie Variablen vorkommen
kénnen und A eine Formel, die ebenfalls freie Variablen enthalten kann. Es
gibt zwei Moglichkeiten die Definition der logischen Folgerbarkeit, Def.4.39,
auf diesen Fall auszudehnen.

Moglichkeit 1 Man erweitert den Modellbegriff auf diese Situation

Definition 4.49 (Modell)

Eine Interpretation D iiber ¥ heifit Modell einer Formel A {iber ¥, wenn
fiir jedes B gilt valp g(A) = W.

D heifit Modell einer Formelmenge M, wenn fiir jedes § und jede Formel
B e M gilt valp g(B) = W.

Moglichkeit 2 Wir bilden den wuniversellen Abschluff Cly(A) einer For-
mel (A) mit freien Variablen. Sind zy,...,z, alle freien Variablen in A,
dann ist Cly(A) = Va,...Vz,A. Mit Cly(M) bezeichnen wir die Menge
{Cly(B) | B € M}. Jetzt kann die Definition M | A zuriickfiihren auf
den variablenfreien Fall durch Cly(M) = Cly(A).

Zeigen Sie, daBl die beiden Moglichkeiten zur selben Folgerungsrelation fithren.

Ubungsaufgabe 4.3.7

Die folgende Aufgabe ist nur sinnvoll, wenn in A freie Variablen vorkommen.
Es soll die Definition 4.49 benutzt werden.

Wenn A ein Modell besitzt, dann ist A erfiillbar. Zeigen Sie, dafl die Umkeh-

rung nicht richtig sein muf3.

Ubungsaufgabe 4.3.8
Wie die vorangegange Aufgabe 4.3.7 ist auch diese nur sinnvoll, wenn in A
freie Variablen vorkommen.
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Wenn zwei Formeln logisch dquivalent sind, dann haben sie diesselben Mo-
delle. Geben Sie zwei Formeln an, die dieselben Modelle haben, aber nicht
logisch dquivalent sind.

Ubungsaufgabe 4.3.9

In der einschlégigen Literatur findet sich gelegentlich eine zweite Definition
der Folgerbarkeitsbeziehung von Formeln mit freien Variablen, die von der
Definition 4.3.6. Da meist explizit oder stillschweigend angenommen wird,
daf} in Aussagen iiber Ableitbarkeit keien freien Variablen vorkommen, findet
man in der Regel in diesen Texten keinen Hinweis auf die zwei Varianten der
Folgerbarkeitsbeziehung. Hier jetzt die zweite Definition der Folgerbarkeits-
beziehung:

Definition 4.50 (Lokale Folgerbarkeit)
Es sei M C Fory, A € Fors,.

Fiir jede Interpretation von D und jede Belegung 3 gilt
MEA &  wennvalpg(M) =W,
dann gilt auch valp g(A) = W.

Wenn eine verbale Unterscheidung notig ist, nennen wir die in Definition 4.39
definierte Relation |= die globale und = die lokale Folgerungsbeziehung.

Zeigen Sie:

1. 2 schirfer als =: M A = M | A, aber i. a. nicht umgekehrt.
22 AFB & RPA—-B & EA—-B

3. FA— B = A B aberi. a. nicht umgekehrt.

4. Ist M variablenfrei, dann gilt fiir alle A:

MEA & MEA

Ubungsaufgabe 4.3.10
Diese Aufgabe soll zeigen, wie sich die beiden Folgerungsrelationen auf den
variablenfreien Fall zuriickfiithren lassen.

1. A ): B gdW ClvA ):oClvB

2. AF¥Bgdw A= B
Seien x1,...,xy alle freien Variablen in A und B und ¢y, ..., ¢ neue
paarweise verschiedene Konstanten. A entsteht aus A, indem jede Va-
riable x; durch ¢; ersetzt wird. Entsprechend entsteht B aus B.
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Ubungsaufgabe 4.3.11

Beweisen Sie die folgende Behauptung:

A und B sind logisch dquivalent

gdw Fiir alle D und S gilt valp g(A) = valp g(B).
gdw A B und B A

Ubungsaufgabe 4.3.12
1. Finden Sie eine Formel ¢3 der Pradikatenlogik erster Stufe mit leeren
Vokabular, so dafl M = ¢3 genau dann gilt, wenn M genau drei Ele-
mente hat.

Die Formel ¢3 enthélt also als einziges Relationszeichen das Symbol =
fiir die Gleichheit.

2. Geben Sie ¢, fiir beliebige n > 1 an.

Ubungsaufgabe 4.3.13

Definition 4.51
Sei A eine Formel der PL1 ohne freie Variablen. Das Spektrum von A,
spec(A) ist die folgende Menge natiirlicher Zahlen:
spec(A) = {n € IN : es gibt ein Modell D von A,
dessen Universum genau n Elemente hat}
Es kann A auch noch unendliche Modelle besitzen, aber diese spielen fiir die
Definition des Spektrums keine Rolle.

Nach Aufgabe 4.3.12 ist klar, daf es fiir jede endliche Teilmenge E C N eine
erster Stufe Formel Spg gibt mit spec(Spr) = E. Finden Sie

1. eine Formel A mit spec(A) = die Menge aller geraden Zahlen.
2. eine Formel B mit spec(B) = die Menge aller Quadratzahlen.

3. eine Formel C' mit spec(C) = die Menge aller Zahlen, die keine Prim-
zahlen sind.

In allen drei Féllen steht Thnen die Wahl einer passenden Signatur vollig frei.
Kommentar: Das Spektrumsproblem, also die Frage welche Teilmengen von
N konnen als Spektren von Formeln erster Stufe auftreten, hat in der ma-
thematischen Logik und theoretischen Informatik viel Interesse gefunden.
Eine komplexitétstheoretische Charakterisierung wurde bereits 1974 von Jo-
nes und Selman gefunden [JS74]: Die Klasse SPEC der Spektren stimmt
iiberein mit der Klasse der Teilmengen von N die von einer nichtdetermi-
nistischen Turingmaschine in 2 Schritten erkannt werden kénnen, wobei ¢
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eine Konstante und t die Lénge der Eingabe ist. Dabei wird eine natiirliche
Zahl n in Bindrdarstellung eingegeben, also t ~ logs(n).

Die Frage ob SPEC unter mengentheoretischen Komplementen abgeschlos-
sen ist, Vermutung von Asser, ist bis heute ungelost.

Ubungsaufgabe 4.3.14
Finden Sie Formeln A und B, die freie Variablen enthalten kénnen, so dafl
A | B gilt aber nicht = A — B.

Ubungsaufgabe 4.3.15
Sei ¢(x,y) die Abkiirzung fiir die Formel

0<yNO<zAzxz<yAy<(z+1)*(r+1).

Fiir ganze Zahlen a,b gilt Z |= ¢[a, b] genau dann wenn a positiv ist und b
die positive ganzzahlige Quadratwurzel von a ist. So ist z.B. 2 die positive
ganzzahlige Quadratwurzel von 5.

Geben Sie ein Beispiel, da8 diese Aussage fiir Zj;,: = ¢a,b] nicht mehr
richtig ist.

Zur Definition von Z, Zj;,; siehe Beispiele 4.32 und 4.33 auf Seite 135.
Die Notation Z |= ¢[a, b] ist eine abkiirzende Schreibweise fiir Z, f = ¢ mit
f(x) = aund B(y) = b, siehe Seite 134.

Die Formel ¢ war, in anderer Notation, in [LBRO03] als Spezifikation fiir die
ganzzahlige Quadratwurzel benutzt worden. Auf den Fehler in der Spezifika-
tion wurde in [Cha03] aufmerksam gemacht.

Ubungsaufgabe 4.3.16

In vielen Programmiersprachen gibt es die Moglichkeit Datenwerte abhéngig
von einer Bedingung zu referenzieren, z.B. v = if x = 0 then 5 else w.
Konstrukte der Art if ¢ then t; else t, nennt man bedingte Terme (con-
ditional terms). In der Definition 4.3 von Seite 114 kommen bedingte Terme
nicht vor. Thre Einfiihrung wiirde sogar zu einem vollig neuen Phenomén
fithren: bisher konnten Terme in Formeln vorkommen, aber umgekehrt keine
Formeln in Termen. Das passiert aber in if ¢ then ¢; else 5. In dieser
Aufgabe wollen wir die die formale Einfiihrung bedingter Terme untersuchen.
Fiir die Zwecke dieser Ubungsaufgabe erweitern wir die Definition 4.3 um die
folgende Zeile

3. Sind tq, to Terme und ist ¢ eine Formel, so ist if ¢ then t; else i
ein Term.
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Die zugehorige Semantikdefinition 4.28 wird ebenfalls ergénzt. Sei dazu (D, I)
eine Interpretation des Vokabulars ¥ und 3 eine Variablenbelegung iiber D.

valp,r5(t1) falls valp r(¢) =1

3. valp1p(if ¢ then #; else f) = { valp,1 5(t2) falls valp 1 5(¢) =0

Zeigen Sie:

1. Finden Sie eine zu
VnVd(jdiv(n,d) = if (n > 0) then div(n,d) else — div(—n,d))
dquivalente Formel ohne if then else .

2. Sei s beliebiger Term in der erweiterten Syntax und occ ein Vorkom-
men eines bedingten Terms if ¢ then t; else ty in s. Mit sy, bzw.
so bezeichnen wir die Terme, die aus s entstehen, wenn man occ ersetzt
durch t;, bzw. t. Dann gilt fiir jede Interpretation (D, ) und Varia-
blenbelegung /3

val(sy) falls wal(¢) =W
val(s) = { valészg falls valggbg =F

wobei wir der Kiirze halber nur val geschrieben haben anstelle von
val D,I,A3-

3. Sei F eine quantorenfreie Formel und occ ein Vorkommen eines beding-
ten Terms if ¢ then t; else t,in F. Sei F} die Formel, die entsteht,

wenn man occ in F' ersetzt durch ¢; and F; die analog entstehende For-
mel, wenn occ durch ¢, ersetzt wird. Dann gilt

F & (oNF) V(oA Fy)

4. Zu jeder Formel F'in der erweiterten Syntax gibt es eine logisch dquivalente
Formel G, die keine bedingten Terme enthélt.

Ubungsaufgabe 4.3.17
In einem Tutorium zur Vorlesung Formale System wurde die folgende Ver-
mutung diskutiert:

Sei F' eine Formel, in der genau die Variablen z,y vorkommen.
AuBlerdem wird angenommen, daf} in F' nur einstellige Priadikatszeichen
und keine Funktionszeichen vorkommen. Dann ist

VedyF — JyVaF
allgemeingiiltig.

Stimmt diese Vermutung?
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4.4 Normalformen

Wie in der Aussagenlogik wollen wir die aufgefithrten Félle logischer Aquiva-
lenz benutzen, um fiir priadikatenlogische Formeln Normalformen herzustel-
len. Wir beginnen mit der einfachsten.

Definition 4.52 (Negationsnormalform)

Eine Formel A € Fory ist in Negationsnormalform, wenn jedes Negati-
onszeichen in A vor einer atomaren Teilformel steht.

(Insbesondere kommt keine Teilformel der Form ——B in A vor.

Lemma 4.53
Zu jeder Formel A gibt es eine logisch dquivalente Formel B in Negations-
normalform.

Definition 4.54
Eine Formel A € Fory, heifit bereinigt, wenn
e Frei(A)N Bd(A) =10
e die hinter Quantoren stehenden Variablen paarweise verschieden sind.

Satz 4.55
Zu jeder Formel A gibt es eine dquivalente bereinigte. Sie 148t sich aus A
algorithmisch herstellen.

Beweis

Man wende die gebundene Umbenennung an.

Definition 4.56 (Prinexe Normalform)
A € Fory, hat Prdanex-Normalform, wenn A die Gestalt hat

lel ce annB

mit Q; € {V,3}, z; € Var(i = 1,...,n) und: B ist eine quantorenfreie
Formel .38 Man nennt B auch die Matrix von A.

Satz 4.57
Zu jeder Formel A gibt es eine dquivalente in Pranex-Normalform. Sie 148t
sich aus A algorithmisch ableiten.
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Beweis

Nachdem man A bereinigt hat, wende man von innen nach auBen die Aqui-
valenzen 7 bis 14 in Satz 4.48 (Seite 142) auf Teilformeln an, um sukzessive
Quantoren ,nach links zu schieben®.

Bemerkungen

Beim geschilderten Verfahren bleibt die Eigenschaft , bereinigt® erhalten.
Man beachte, dafi die Préinex-Normalform einer Formel A i. a. nicht eindeutig
bestimmt ist. Abhéngig von der Reihenfolge der angewandten Aquivalenzen
kann man z. B. aus

Vap(z) — Yyq(y)
Y))

sowohl vy (p(z) — q(
als auch Vy3z(p(x) — q(y))
erhalten.

Beispiel 4.58 (Prinex Normalform)

Aus Yy (Vz Yy p(x,y) — 3z r(x,y)) erhilt man sukzessive:

Eine Formel in Pranex-Normalform 148t sich noch weiter normieren. Fiir
quantorenfreie Formeln konnen wir in unmittelbarer Ubertragung der Defi-
nition aus der Aussagenlogik sagen, wann eine solche in disjunktiver bzw.
konjunktiver Normalform ist. Mit Hilfe der Tautologien 1483t sich eine Formel
in Pranex-Normalform dann in eine dquivalente iiberfithren, deren Matrix in
DNF oder KNF ist.

4.4.1 Skolem-Normalform

Wir gehen zum Abschlufl auf eine Normalform ein, die noch wesentlich re-
striktiver ist als etwa die Préanex-Normalform mit Matrix in KNF. Allerdings
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kann man jetzt nicht mehr zu beliebig vorgelegter Formel A eine Formel A’ in
dieser neuen Normalform erhalten, welche logisch dquivalent zu A wére. Nur
eine viel schwichere Aquivalenz zwischen A und A’ 1iBt sich erreichen: A’
besitzt genau dann ein Modell, wenn A eines hat. Fiir das wichtigste Anwen-
dungsgebiet dieser Normierung reicht das aber auch aus: Die Uberfiithrbarkeit
einer Formel in ,,Skolem-Normalform“ ist grundlegend fiir die Theorie des au-
tomatischen Beweisens.

Als Vorbereitung auf das néchste Lemma betrachten wir anhand dreier For-
meln die alternativen Moglichkeiten einen Sachverhalt unter Benutzung von
Existenzquantoren auszudriicken (Beispiel 4.59) oder durch Einfiihrung ent-
sprechender Funktionszeichen ( Beispiel 4.60). Das Vokabular ¥ sei durch
die Relations- und Funktionszeichen {<,+,0,1} gegeben, die in der Inter-
pretation N iiber dem Universum der natiirlichen Zahlen in der iiblichen
Weise interpretiert werden. Mit Y1, 35, 33 bezeichnen wir die jeweilige Er-
weiterung von X um ein einstelliges Funktionszeichen do, um ein einstelliges
Funktionszeichen gr bzw. um ein zweistelliges Funktionszeichen diff.

Beispiel 4.59 (Darstellung mit Existenzquantor)
1. Va3y(y = 2+ x)

2. VaTy(x < y)
3. VaVyZz(z <y —x+2=1y)
Beispiel 4.60 (Darstellung mit Funktionszeichen)
1. Va(do(z) =z + x)
2. Va(x < gr(z))
3. VaVy(x <y — x + diff (z,y) = y)

Alle drei Formeln aus Beispiel 4.59 sind offensichtlich in der Interpretation
N wahr. Damit die Formeln aus Beispiel 4.60 in den entsprechenden Er-
weiterungen auf die Signaturen X;, bezeichnet mit Ny, My, N3 wahr werden,
miissen die neuen Funktionszeichen richtig interpretiert werden:

Beispiel 4.61

1. Dieser Fall ist einfach, da wir fiir die Definition der Interpretation des
Funktionszeichens do in N; keine Wahl haben:
Setze do (d) = d +d

152



2. Hier gibt es sehr viele Moglichkeiten fiir die Wahl einer Interpetation
von gr. Die einzige Forderung, die erfiillt sein muf} ist, dafl der Funkti-
onswert grosser als das Argument ist. Also etwa:

Setze gr?(d) = d + 1

3. Hier setzen wir etw;: 0 falls d p
P\ o — ay 1alls a; < do
diff > (ch, da) = 0 sonst
Der Wert im Fall dy < d; ist hier willkiirlich gewahlt, aber das stort
nicht die Ausage des Lemmas, denn wenn die Prédmisse der Implikation
nicht erfiillt ist, dann ist die ganze Formel wahr, unabhéngig davon,
was rechts des Implikationspfeiles steht.

Lemma 4.62 (Beseitigen von Existenzquantoren)
Gegeben sei eine geschlossene Formel iiber 3 der Gestalt

V... Vo,3yB,

in der z1,...,2,,y paarweise verschieden sind und zy,...,x, ¢ Bd(B) (n =
0 ist erlaubt, die Formel ist dann JyB). Wir erweitern ¥ um ein neues,
n—stelliges Funktionssymbol g zu einer Signatur X, (d. h. Fy, = Fx U {g}).

Dann gilt

Vzy...Vr,3dyB hat ein Modell iiber X

& Vg .. Vo {y/g(x1,. .., x,)}(B) hat ein Modell iiber X,.
Beweis
=

(D, I) sei Modell von Yz ...Vx,JyB. Das bedeutet: Zu jedem (dy,...,d,) €
D" gibt es ein e € D, so daf fiir jede Variablenbelegung g gilt

(Dabei steht S21-@m¢ kurg fiir (... (8%)...)%)5. Im Falle n = 0 lautet die
obige Aussage einfach: Es gibt e mit valp rp:(B) = W fiir alle 3.)

Es sei g : D™ — D eine Funktion, die zu jedem (dy,...,d,) ein solches e
festlegt. Also:

AAAAA

fir alle (dy,...,d,) und g.

Zur erweiterten Signatur X, definieren wir die Erweiterung I, von I durch
I(9) = g.
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Nach dem Substitutionslemma gilt dann fiir (D, I,), jede Variablenbelegung
S und alle (dy,...,d,) € D™

valDJgﬁ;z} ,,,,, gz({y/g(:pl, o) H(B))

AAAAA

= val dy,..., dn,g(dy,..., d B
Dvlgvﬁx} AAAAA xz,g( 1 n)( )
= valD,I,Bg%jfjjng:Z(dl ,,,,, dn)<B)

da I, und I auf den Signatursymbolen in B iibereinstimmen
=W

Es folgt, da8 (D, I,) Modell von Vz; ..Vz,{y/g(x1,...,x,) }(DB) ist.
<=

Die Formel
Vo .. Ve {y/g(xy,...,2,)}(B) = V2, ... V2,,3yB

ist allgemeingiiltig. (Korollar zum Lemma 4.37 auf Seite 139). Jedes Modell
(D, 1,) von Vi ...V, {y/g(z1,...,2,)}(B) (iiber ¥,) ist also auch Modell
von Vz; ...Vz,3dyB. Da die letztere Formel das neue Symbol g nicht enthélt,
hat sie auch (D, I) mit

I := Einschrénkungen von I, auf Fx U Ps

zum Modell. (D, I) ist Interpretation iiber X.

Definition 4.63 (Skolem-Normalform)
Eine Formel ist in Skolem-Normalform, wenn sie

e geschlossen ist

e die Gestalt hat
Va,... V2, B
(nur Allquantoren im Préfix), mit quantorenfreiem B

e die Matrix B in KNF ist.

Satz 4.64
Zu jedem A € Fory gibt es eine endliche Erweiterung >, von ¥ und eine
Formel Ay, € Fory,, mit

e A, ist in Skolem-Normalform

o A, hat ein Modell genau dann, wenn A ein Modell hat.
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A,y 148t sich aus A algorithmisch erhalten.

Beweis

Nachdem wir A bereinigt und in Pranex-Normalform gebracht haben, bilden
wir den Allabschluff und wenden dann — im Préfix von links nach rechts
fortschreitend — Lemma 4.62 an, um der Reihe nach alle Existenzquantoren
zu beseitigen. Die Matrix der erhaltenen Formel wird durch die bekannten
Tautologien in KNF gebracht.

Bemerkung

Die bei Anwendung von Lemma 4.62 neu eingefiihrten Funktionssymbole
nennt man Skolemfunktionen, im nullstelligen Fall Skolemkonstanten. Das
Verfahren selber heifit Skolemisierung. Man beachte, dafi die neue Signatur
Yer von der vorgelegten Formel A abhingt.

Beispiel 4.65

Gegeben:
v (3y(p(y)) A F=(q(z, 2)))

Pranex Normalform:

Va3y3z(p(y) A glz, 2))
Skolem Normalform:

Va(p(fi(x)) Aq(z, fa(x)))
Beispiel 4.66

Gegeben:

Jz(p(w, z) V Vy(q(w, z,y) A3z r(y, 2)))
All-Abschluf3:

Vw Jz(p(w, z) vV Vy(q(w, z,y) A 32r(y, 2)))
Pranex Normalform:

YVw Jx Yy 3z(p(w, ) V (¢(w, z,y) Ar(y, 2)))
Skolemisierung;:

Vw Yy (p(w, fi(w)) V (q(w, fr(w),y) Ar(y, f2(w,y))))
Matrix in KNF, Skolem Normalform:

Vw Vy((p(w, fi(w))Va(w, fr(w), y))Ap(w, fr(w))Vr(y, f2(w,y))))
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4.4.2 Der Satz von Herbrand

Formeln in Skolem-Normalform sind geschlossene, universell quantifizierte
Formeln: Nur Allquantoren kommen vor, und sie stehen sémtlich im Prafix
zu Beginn der Formel. Bei einer solchen Formel 148t sich wesentlich Genaueres
iiber ihre Modelle aussagen als im allgemeinen Fall. Wir gehen hierauf noch
kurz ein.

Notation

Zur Signatur ¥ sei Term$, die Menge aller Grundterme iiber .

Definition 4.67 (Herbrand-Algebra)

Die Signatur ¥ enthalte mindestens eine Konstante. Eine Interpretation
(D, I) von X heifit Herbrand-Interpretation oder Herbrand-Algebra genau
dann, wenn

1. D =Term$,

2. I(f)(t1,...,tn) = f(t1,...,t,) fur alle n—stelligen Funktionssymbole
f, und beliebige Grundterme ti,...,t,. (Im Falle n = 0 heifit das:
I(c)=rc.)

Zu einer Formelmenge M C Fory ist ein Herbrand-Modell von M eine
Herbrand-Algebra iiber X, welche Modell von M ist.

In einer Herbrand-Algebra wird also jeder Grundterm als er selbst interpre-
tiert,
I(t) =t fiir Grundterme,

insbesondere gilt das fiir Konstanten. Spielraum fiir verschiedene Herbrand-
Algebren gibt es nur bei der Interpretation der Pradikatsymbole. Wir notieren
noch das

Korollar 4.68
Ist (Term$, I') Herbrand-Algebra iiber 3, t € Termy mit Var(t) = {xy,...,2,},
und [ eine Belegung der Variablen mit Grundtermen, dann ist

valp 1 5(t) = {z1/B(x1), ..., xn/B(xn) }(2).

Beweis
Ubung

(Hieraus folgt nochmals, daf in einer Herbrand-Algebra gilt I(¢) = ¢ fiir jeden
Grundterm t.)
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Man beachte nochmals, dafl die Voraussetzung, dafl 3 mindestens eine Kon-
stante enthalte, bedeutungslos ist: Ist das nicht der Fall, so nehme man eine
Konstante hinzu.

Definition 4.69
Sei A := Vz;...Vr,B mit quantoremfreiem B eine geschlossenen Formel.
Eine Grundinstanz von A ist eine Formel

{z1/t1, ..., 2, /t, }(B)

mit: ¢y,...,t, € Term$.

Ist M eine Menge geschlossener, universell quantifizierter Formeln, so sei
Grundinstanzen(M)
die Menge aller Grundinstanzen von Formeln in M.

Satz 4.70 (Satz von HERBRAND)

Y. enthalte mindestens eine Konstante, und es sei M eine Menge geschlos-
sener, universell quantifizierter Formeln. Ferner enthalte keine Formel in M
das Gleichheitssymbol =. Dann sind dquivalente Aussagen

1. M hat ein Modell

2. M hat ein Herbrand-Modell

3. Grundinstanzen(M) hat ein Modell

4. Grundinstanzen(M) hat ein Herbrand-Modell.

Beweis

Die Implikationen 4 = 3 und 2 =- 1 sind trivial; ebenso wegen der Allge-
meingiiltigkeit von

Vazl .. V.I‘nB — {l’l/tl, R ,.’L‘n/tn}(B)

die Implikationen 1 = 3 und 2 = 4. Wir brauchen nur noch zu zeigen, dafl
3= 2.

Essei (D, I) ein Modell von Grundinstanzen (M ). Wir definieren eine Herbrand-

-Interpretation (T'erm2,J). Auf den Funktionssymbolen ist J schon vorge-

schrieben. Wir setzen.
J(P) := I(P) fir aussagenlogische Atome P

J(p) = {(t1,...,t)|t1,. .., tn € Term%,valp 1(p(ts, ..., t,)) = W}
fiir Préadikatsymbole p einer Stelligkeit n > 1.
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Das heifit also, es gilt
valTerm%,J(A) - 'Ua’lD,I(A)

fiir jedes geschlossene Atom A, das keine Gleichung ist. Mittels trivialer In-
duktion haben wir dies dann auch fiir alle geschlossenen, quantorenfreien
Formeln, die = nicht enthalten. Da (D, I) Modell von Grundinstanzen(M)
ist, folgt

UalTerm%,J({xl/th e ,.Tn/tn}<B)) = W

fir alle Formeln Vz;...Vz,B € M und alle (¢y,...,t,) € (Term%)™. Mit
Hilfe des Substitutionslemmas schlieen wir hieraus

Valpermo, (Vo1 .. Vo, (B)) =W

fiir jedes Vz; ...Vaz,B € M, d. h. (Term%, J) ist Modell von M.

Satz 4.71 (Satz von HERBRAND (2. Form))
Sei ¢ eine quantorenfreie Formel ohne Gleichheit mit einer freien Variablen
2 . Dann gilt

dx¢ ist allgemeingiiltig
gdw

es gibt eine natiirliche Zahl n und Grundterme ¢4, ...,t,, sodafl
o(t1) V...V o(t,) allgemeingiiltig ist.

Beweis der 2. Form des Satzes von HERBRAND
Jxg ist allgemeingiiltig

—dz¢ besitzt kein Modell

Vz—¢ besitzt kein Modell

{=¢(t) | t Grundterm} besitzt kein Modell

es gibt ein n und ty,...,t, so da

{=¢(t1),...,~é(t,)} kein Modell besitzt

(Anwendung des Endlichkeitssatzes)

—p(t1) A ... A =p(ty,) besitzt kein Modell

o(t1) V...V ¢(t,) ist allgemeingiiltig

(I

T3
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4.4.3 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 4.4.1

Weshalb haben wir die Voraussetzung machen miissen, daf§ = nicht in den
Formeln in M auftritt? Was wére eine naheliegende Verallgemeinerung des
Begriffs der Herbrand-Algebra, bei der der obige Satz auch bei Formeln mit
= richtig bleibt?

Mengen von variablenfreien Formeln ohne = — wie oben Grundinstanzen (M)
— haben besonders schone Eigenschaften, auf die wir zum Schlufl noch hin-
weisen wollen. Wir wollen etwa annehmen, daf§ die Formeln in konjunkti-
ver oder disjunktiver Normalform vorliegen. Das nachfolgende Lemma zeigt
dann, weshalb solche Formeln giinstig sind: insbesondere fiir automatisches
Beweisen mit der Resolutionsregel.

Definition 4.72

Ein Literal ist ein Atom oder negiertes Atom. Es heiflt positives Literal im
ersten und negatives im zweiten Fall. Ein Grundliteral ist ein Literal ohne
Variable. Ein komplementires Paar von Literalen ist ein Paar {L,-L} (L
Atom).

Lemma 4.73
Fiir eine Konjunktion L; A ... A Lg, k > 1, von Grundliteralen gilt:

1. Ly A ... A Ly ist nicht allgemeingiiltig

2. LiA.. .ALg hat ein Modell & { Ly, ..., L} enthélt kein komplementéres
Paar

Fiir eine Disjunktion Ly V...V L, k > 1 von Grundliteralen gilt:

3. Ly V...V L hat ein Modell

4. L1 V ...V Ly, ist allgemeingiiltig < {L1,..., Ly} enthdlt ein komple-
mentéres Paar

Beweis
1. ist trivial.

Zu 2.

Falls die Konjunktion Ly A ... A Lj ein komplementéres Paar enthilt, kann
sie sicherlich kein Modell haben.
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LiA...ALj enthalte kein komplementéres Paar. Uber der gegebenen Signatur
¥ betrachten wir die Herbrand-Algebra (Term®, I), in der festgelegt wird

I(p) == {(t1, ..., to)|t1, .., tn € Term%, p(ty,...,t,) € {L1,..., Ly} }
fiir Pradikatsymbole p einer Stelligkeit n > 1;
I(P)=W: s Pe{ly,...,L}

fiir aussagenlogische Atome P.
Wir zeigen, dal (Term%, I) Modell jedes L; ist (i = 1,..., k), mithin Modell
von Ly A...ALy.

Wenn L; Atom ist, etwa L; = p(t1,...,t,), dann (t1,...,t,) € I(p) nach Defi-

nition von I, d. h. valpermo 1(p(t1, - - - tn)) = valyerm 1(Li) = W. Ist L; nega-
tives Literal, etwa L; = —p(ty,...,t,), dann gilt p(t1,...,t,) € {L1, ..., Ly},
da es keine komplementére Paare gibt. Also ist valgemo, ((p(ty,... ty) =F

und damit valypemo 1(Li) = valrermo 1(—p(ti, - - . ty)) = W. Entsprechend ist
die Situation fiir aussagenlogische Atome P.

Zu 3.:

Insbesondere hat jedes einzelne Grundliteral stets ein Modell, also auch jede
Disjunktion Ly V...V L.

Zu 4.
SchliefSlich gilt

Ly V...V Liist allgemeingiiltig < —(Ly V...V Li)hat kein Modell

da die L; geschlossen sind und 4. ergibt sich aus 2..
Ubungsaufgabe 4.4.2

1. Wo haben wir im Beweis von Lemma 4.62 verwendet, dafl die Aus-
gangsformel geschlossen ist?

2. Wo haben wir die Voraussetzung verwendet, da z,...,z, ¢ Bd(B)?

Ubungsaufgabe 4.4.3

Natiirlich braucht A, durch A bei weitem nicht eindeutig bestimmt zu sein.
Man mache sich das an Beispielen klar. Ferner finde man Beispiele dafiir, dafl
Agr und A nicht logisch dquivalent zueinander sind.
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Ubungsaufgabe 4.4.4

Die Elimination von Existenzquantoren kann auch ohne vorherigen Ubergang
zur pranexen Normalform erhalten werden. Dazu definieren wir rekursiv fiir
Formeln A in Negationsnormalform:

e sk(A)= A, falls A ein Atom oder das Negat eines Atoms ist.
o sk(ANB)=sk(A)A sk(B)
o sk(AV B) = sk(A)V sk(B)
o sk(VrA) =Vrsk(A)

o sk(3xA) = sk(z/f(y1,...yn)), wobei y1,. ..y, alle freien Variablen in
Jz A sind.

1. Zeigen Sie, dafl A und sk(A) erfiillbarkeitsdquivalent sind.

2. Berechnen Sie sk(A) fiir die Formeln aus Beispiel 4.65 und 4.66

Ubungsaufgabe 4.4.5
Berechnen Sie zuerst die Pranex Normalform und dann die Skolem Normal-
form fiir folgende Formeln:

L. (Vo p(z) = Vo q(z)) = Va(p(z) — ¢(z))
2. Jz(Vy p(z,y) V 3z(p(x, 2) AVx p(z,7)))

Ubungsaufgabe 4.4.6

In der zweiten Version des Satzes von Herbrand, Satz 4.71, war die Allge-
meingiiltigkeit einer existentiellen Formel charakterisiert worden.

Gilt auch die folgende Aussage iiber die Erfiillbarkeit einer existentiellen For-
mel. Die Voraussetzungen seien wie in Satz 4.71:

Jx¢ ist erfiillbar
gdw

es gibt eine natiirliche Zahl n und Grundterme ¢4, ...,t,, sodafl
o(t1) V...V o(t,) erfillbar ist.
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Kapitel 5

Pradikatenlogik erster
Ordnung: Beweistheorie

162



5.1 Tableaukalkiil (ohne Gleichheit)

Eine ausfiihrliche Darstellung des Tableaukalkiils findet man in den Biichern
[Smu68] und [Fit90]. Abgesehen von der Orientierung zum automatischen
Beweisen, enthélt das Buch von Fitting gegeniiber dem von Smullyan eine
neue Behandlung des Allquantors, der es ermdglicht auch im Tableaukalkiil
die Technik der Unifikation zu nutzen. Eine umfassende Darstellung der Ta-
bleau Methode wird in dem Handbuch [DGHP99] gegeben. Wir folgen der
Darstellung in [Fit90] mit den Verbesserungen aus [HS94].

Wir arbeiten iiber der Basis {—, A, V, —,V,3}. Eine Transformation der am
Beweis beteiligten Formeln in eine Normalform ist nicht erforderlich.

5.1.1 Tableauregeln

Préadikatenlogische Vorzeichenformeln sind préadikatenlogischen Formeln, vor
denen 0 oder 1 als Vorzeichen stehen, wie in 3.4. Vorzeichenformeln wer-
den wieder in Typen eingeteilt, und entsprechend dieser Einteilung werden
Abkommlinge definiert:

Uniforme Notation

Typ e 1A,0A fiir Atome A
LV [V V]
1-A [0A| - |V vV
Typ o 0-A |1A] - Typ B 0OAANB | 0A | 0B
1ANB |1A | 1B 1AVvB |1A| 1B
0AVB |0A| 0B 1A—- B |0A| 1B
0A— B |1A| 0B
L v |V | L v [ W ]
Typ v: | IVzA(z) | 1A(2) Typ 6: | 13zA(x) | 1A(x)
03zA(z) | 0A(x) OVzA(z) | 0A(x)

Durch die uniforme Notation wird in den nachfolgenden Beweisen eine Fall-
unterscheidung in elf Falle auf vier Félle reduziert. Das ist einzig und allein
der Grund fiir ihre Einfithrung. Wesentlich dafiir sind die folgenden Gemein-
samkeiten von Formeln desselben Typs:

163



Lemma 5.1
Sei (D, I) eine beliebige Interpretation, /3 eine beliebige Variablenbelegung
fir (D, I). Wir schreiben valg statt valp . Dann gilt

1. fiir jede a-Formel V:

valg(V) =W < walg(Vy) = W und valg(Va) = W

2. fiir jede [-Formel V:

valg(V) =W < walg(Vy) =W oder valg(Vy) = W

3. fiir jede y-Formel V:

valg(V) =W <«  Firalled € D :valga(Vi(z)) =W

4. fiir jede 9-Formel V:

valg(V) =W & Esgibt d € D mit: valg(Vi(z)) = W.

(Hierbei ist V;(z) der Rumpf und « die quantifizierte Variable von V.)

Definition 5.2 (Tableaux)
Sei A eine Formel und M eine Menge von Formeln, alle ohne freie Variablen.
Ein Tableau fiir A iiber M ist wie folgt rekursiv definiert.

1. Ein einziger mit 0A markierter Knoten ist ein Tableau fiir A iiber M.
2. a-Regel (wie im AL-Fall).
3. [-Regel (wie im AL-Fall).

4. Essei T ein Tableau fiir A iiber M und 7 ein Pfad in T, so daf} auf 7 ein
Knoten liegt, der mit einem V' vom Typ ~ beschriftet ist, V = 1Vz By (z)
oder V' = 03zB;(z). Dann ist auch 7" ein Tableau fiir A iiber M,
welches dadurch aus T entsteht, dafl an 7 ein neuer Knoten angefiigt
wird, welcher mit Vi (y) (d.h. 1B;(y) bzw. 0B, (y)) beschriftet ist fiir eine
Variable y, die noch nicht auf 7 frei vorkommt. Wir sagen in diesem
Fall, da3 7" aus T" durch eine Anwendung der y-Regel hervorgeht.
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5. Essei T ein Tableau fiir A iiber M und 7 ein Pfad in T', so daf} auf 7 ein
Knoten liegt, der mit einem V' vom Typ 0 beschriftet ist, V = OVz By (z)
oder V' = 13zB;(z). Dann ist auch 7" ein Tableau fiir A iiber M,
welches dadurch aus T entsteht, dafl an 7 ein neuer Knoten angefiigt
wird, welcher mit Vi (f(x1,...,z,)) beschriftet ist, wobei x4, ..., z, alle
freien Variablen in V sind und f ein neues Funktionszeichen ist. Wir
sagen, T" geht aus T durch eine Anwendung der §-Regel hervor.

6. Es sei T" ein Tableau fiir A iiber M und 7 ein Pfad in 7', dann ist auch
T’ ein Tableau fiir A iiber M, welches durch Verlangerung von 7w um
einen mit 1B beschrifteten Knoten entsteht, fiir eine Formel B aus M.
Wir sagen, T" geht aus T' durch eine Anwendung der V-Regel aus T'
hervor.

Diese Definition ist eine Fortsetzung der entsprechenden aussagenlogischen
Definition 3.28 auf Seite 84.

Zusammenfassung der Tableauregeln in Kurzform

v
a-Regel Vi fiir a-Formeln V'
Vs
£-Regel vV fiir f-Formeln V
s iV
~-Regel V fiir v-Formeln V' und jede Variable y, die auf
Vi(y) dem Pfad noch nicht vorkommt
% fiir 6-Formeln V', wobei x1,...,x, alle frei-
0-Regel en Variablen in V' sind und f ein neues n-
%(f(ﬂfl,,l'n)) . .
stelliges Funktionssymbol
Anfangsregel A fiir die zu beweisende Formel A
A ohne freie Variable
V-Regel 5 fiir jedes B € M

B ohne freie Variable

Definition 5.3
Es sei 7w ein Pfad in T und o eine Substitution. o schliefit w, wenn es
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e Formeln B, C gibt, so dal o(B) = o(C'), o kollisionsfrei fiir B und C
ist und 1B,0C auf 7 liegen oder

e cine der Formeln 01 oder 10 liegt auf .

Definition 5.4 (Abschlufiregel)
Die Schliefiregel oder C-Regel ist:
C-Regel Aus einem Tableau T erzeuge ein Tableau T; dadurch, daf} fiir einen Pfad =

und eine Substitution o, die 7 schliefit, o auf ganz T" angewandt wird.
Nach Anwendung der C-Regel ist der zugehorige Pfad 7w geschlossen.

Ein Tableau T heifit geschlossen, wenn alle seine Pfade geschlossen sind.

Beispiel 5.5
Ein Tableau, das mit der C-Regel geschlossen wird:

0 Va p(x) |—> Fy p(y) 0 Va p(x) |—> Fy p(y)
1 Vz p(z) (a-Regel) 1 Vz p(z)
| C-Regel |
0 3y p(y) (a-Regel) = 0 3y p(y)
| {X/Y} |
1 p|(X) (7-Regel) 1 p|(X)
0p(Y) (7-Regel) 0 p(X)

Aus der zu beweisenden Aussage ist durch einmalige Anwendung der a-Regel
und zweimalige Anwendung der 7-Regel das linke Tableau entstanden. Aus
diesem ist dann das rechts stehende durch die Anwendung der C-Regel ent-
standen. Zur Verdeutlichung der freien Variablen verwendet man {iblicher-
weise Groflbuchstaben fiir die Variablen, die bei Anwendung der -Regel
substituiert werden.

Definition 5.6 (Der Kalkiil T)
Sei A eine Formel, M eine Formelmenge, alle ohne freie Variable.

Wir sagen, A ist im Tableaukalkiil aus M ableitbar, in Symbolen
MbEr A

wenn es ein geschlossenes Tableau fiir A iiber M gibt.

Der Kalkiil T arbeitet auf Tableaux als Objekten fiir die Regeln. Die Regeln
von T stellen jeweils aus einem Tableau 7" ein Tableau 7T} her geméf einer der
Regeln («, 3, v, 6 und C') anzuwenden auf eine oder zwei Vorzeichenformeln
auf einem Pfad 7 in T
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Man beachte, dafl zum Zwecke des Herstellens eines geschlossenen Table-
aus fiir A iiber M zu den Regeln von T die Anfangsregel und die V-Regel
hinzuzunehmen sind.

In dieser Terminologie ist eine Ableitung in T eine Folge von Tableaux, be-
ginnend mit einem Ein-Knoten-Tableau der Art 0A und jeweils fortgesetzt
durch Anwenden einer der angegebenen Regeln.

Bemerkung 5.7

Um M k¢ A zu etablieren, versuchen wir, ein geschlossenes Tableau fiir A
itber M zu finden. Ausgehend vom Ein-Knoten-Tableau 0A werden durch
Anwendung der Regeln von T und der V-Regel fiir M sukzessive Tableaux
gebildet. Ist man bei einem solchen T" angelangt, so sind Fortsetzungsmoglich-
keiten

1. das SchlieSen eines Pfades in 7' durch die C-Regel, also der Ubergang
zu o(T) (in offensichtlicher Notation) und

2. das Verldangern von 7' mittels einer der weiteren Regeln von 7" oder der
V-Regel.

In der Regel wird man zunéchst versuchen, Fortsetzung 1 zu wéhlen. Ist
dies nicht moglich, setzt man also mit 2 fort, so ist hierzu folgendes zu
bedenken. Es ist nicht verboten, eine Regel auf denselben Knoten — also
die dort stehende Vorzeichenformel — zweimal anzuwenden. Man erkennt je-
doch, daf} dies fiir alle Regeln auffer der v-Regel unnétig ist, der bearbeitete
Knoten konnte im Prinzip geloscht werden (das folgt aus Lemma 5.1). Die
v-Regel spielt eine Sonderrolle: Um (etwa) in 1Vz B(z) fir das SchlieBen
immer neue Substitutionen 1B(t;), 1B(t3), ... zu ermdglichen, miissen For-
meln 1B(X;), 1B(X3), ... bereitgehalten werden, d.h., 1Vz B(x) wird immer
wieder verwendet. Um keine Mdoglichkeit auszulassen, sollte also eine Strate-
gie zur Wahl der Formel, mit deren Bearbeitung fortgesetzt wird, fair sein:
Solange ein Pfad nicht geschlossen is, wird versucht, jede «, £, §-Formel auf
ihm genau einmal zu benutzen, jede 7-Formel ”immer wieder” (unbeschrankt
oft), mit immer neuen eingesetzten Variablen.

Beispiele fiir ein geschlossenes und ein offenes Tableau findet man in der Abb.
5.1 bzw. in Abb. 5.2. Um die Tableaux leichter nachvollziehbar zu machen,
sind die Knoten mit n[m| markiert. Die erste Zahl gibt eine fortlaufende Num-
merierung aller Knoten. Die Zahl m in eckigen Klammern gibt an, welcher
Knoten benutzt wurde, um den Knoten n zu erzeugen.

9Kurzform, neues Tableau durch Substitution
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0JyVap(x,y) — VeIyp(x,y)

13yVap(z, y)

OVazIyp(z,y)

WVap(z,a)

03yp(b,y)

1p(X, a)

Op(b,Y)

geschlossen mit o(X) =bund o(Y) =a

Tabelle 5.1: Ein geschlossenes Tableau

OVzIyp(x,y) — JyVap(x,y)

03yVap(z,y)

IVa3yp(z,y)

OVap(z,Y)

13yp(X,y)

Op(f(Y),Y)

Ip(X, g(X))

p(f(Y),Y) und p(X, g(X)) sind nicht unifizierbar

es miifite o(X) = g(Y) und o(Y) = o(f(g(Y)) gelten

Tabelle 5.2: Ein offenes Tableau
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5.1.2 Korrektheit

Wir fiithren den Begriff des Modells auch fiir Tableaux ein.

Definition 5.8
Es seien A € Fors, M C Fors, T ein Tableau fiir A iber M und (D, I) eine

Interpretation iiber ¥, wobei ¥ = X U {f | f neues Funktionssymbol in T'}.
(D, I) heifit Modell von T iiber M gdw. gilt

e (D,I) ist Modell von M

e zu jeder Variablenbelegung /3 gibt es einen Pfad 7 in 7' mit valp ; s(V) =
W fiir alle V' auf .

Vorbemerkung zu den nachfolgenden Beweisen.
Wir wollen die folgende (iibliche) Schreibweise verwenden. Mit D = (D, I),
B eine zugehorige Variablenbelegung, B eine Formel, stehe

D = B fiir: D ist Modell von B
D = B[p] fir: valpg(B) = W.

Entsprechend schreiben wir D = V, D = V[f] fiir eine Vorzeichenformel
V, ferner D = N, D = N[f], D | w, D = =[f] fiir eine Menge N von
Formeln bzw. von Vorzeichenformeln, bzw. einen Pfad 7 (als Menge von
Vorzeichenformeln).

Lemma 5.9

M sei eine Formelmenge ohne freie Variablen.

Das Tableau T” iiber M gehe aus T iiber M durch Anwendung einer Ta-
bleauregel hervor.

Hat T ein Modell iiber M, dann auch 7.

Beweis:

Der Beweis gliedert sich in acht Fille, je nachdem, welche Tableauregel von
T nach T" fiihrt.

1. B-Fall: Auf einem Pfad 7 von T liegt die S-Formel V', und T” entsteht,
indem der Pfad 7 erweitert wird einmal zum Pfad m; durch Anhéngen
der Formel V; und zum anderen zum Pfad 7 durch Anhéngen der
Formel V5. Nach Voraussetzung hat 7" ein Modell D, d. h. fiir jede
Variablenbelegung [ existiert ein Pfad my von 7" mit D = M und
D |= mo[f]. Wir wollen zeigen, da8 D auch Modell von 7" ist. Betrachten
wir dazu eine beliebige Variablenbelegung 3. Ist der Pfad 7wy von T mit
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D = mo[f], der nach Voraussetzung existiert, verschieden von 7, dann
ist w9 auch ein Pfad in 77, und wir sind fertig. Ist w9 = m, so liegt V/
auf my und somit D |= V[f]. Aus der Eigenschaft von S-Formeln folgt
D = Vi[5] oder D = V5[] und somit D = m[5] oder D = my[5], und
ohnehin ist D = M.

. a-Fall: Analog. Bleibt dem Leser iiberlassen.

. y-Fall: Auf dem Pfad m von T kommt die y-Formel V' vor, und 7"’
entsteht, indem 7 durch Hinzufiigen der Formel Vi(y), fiir eine auf 7
neue freie Variable y, zu dem Pfad m; verlangert wird. D sei ein Modell
von T iiber M. Wir zeigen, dafl D auch Modell von 7" ist. Ist 8 eine
Belegung, dann D |= 7 fiir ein 7 in 7. Wenn 7y # 7, ist m auf Pfad
T', fertig. Wenn 7y = 7, hat man mit D = V[f] auch D = Vi(y)[5],
also D = 7.

. 0-Fall: Auf dem Pfad 7 von T" kommt die -Formel V' vor mit den freien
Variablen x1, . .., x,, und 7" entsteht, indem 7 durch Anhéngen der For-
mel Vi(f(z1,...,x,)) fir ein neues Funktionszeichen f zu m verldngert
wird. Nach Voraussetzung sei D Modell von T iiber M. Wir konstru-
ieren eine Interpretation D', die sich von D nur darin unterscheidet,
daB dem Funktionszeichen f eine Interpretation fP’ zugeordnet wird.
Fiir dy,...,d, € D und einer Variablenbelegung § mit §(z;) = d; fiir
1 =1,...,n gilt entweder
DL Vg,

in diesem Fall gibt es ein d € D mit

D E Vi[d),

oder D |= V[f] gilt nicht. Im letzten Fall wihlen wir einen beliebigen
Wert d € D. Wir definieren dann f?'(dy, ...,d,) = d fiir die verschie-

denen dy, ..., d, mit dem entsprechenden d.

Damit ist die Definition der Interpretation D’ abgeschlossen. Wir wollen
zeigen, dafl D’ Modell von T” ist. Es sei 8 eine beliebige Belegung
bzgl. D', B ist auch Belegung bzgl. D, da sich der Grundbereich nicht
geéndert hat. Es gibt my in 7" mit D = mo[f]. Ist mp # 7, so ist my auch
Pfad in T". Ist my = m, hat man D |= V[f], und nach Konstruktion von
D' auch D' = V;4[B]. Da in den restlichen Formeln des Pfades 7 und in
M das Zeichen f nicht vorkommt, erhalten wir insgesamt D' | (]
und D' = M.

. V-Regel: offensichtlich, da ein Modell von T iiber M stets Modell von
M, also von M ist.
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Lemma 5.10
Ist D Modell von T iiber M und ensteht 7" aus 7" durch Schlieflen eines
Pfades, dann ist D auch Modell von T".

Bewezis:

Geméfl Voraussetzung gibt es zu jeder Belegung [ einen Pfad 7 in T mit
D = 7[f]. T" entstehe durch Anwenden der Substitution ¢ und Schliefen
eines Pfades geméf} einer der beiden Moglichkeiten in 5.3. Sei 3 eine Belegung.
Wir definieren ' als die Modifikation von 8 geméf o, wie im letzten Teil des
Beweises zu 5.9.

Nach dem Substitutionslemma gilt
D = C[f] gdw. D = o(C)[f] fiir alle C,

so dafl aus D |= w[f'] fiir den zu 3" gehorigen Pfad « folgt: D = o(n)[5] (wo
o(r) ={c(V) |V auf 7}).

Satz 5.11 (Korrektheitssatz des Tableaukalkiils)
Sei A € Fors;,, M C Fors, alle ohne freie Variable
Wenn es ein geschlossenes Tableau fiir A iiber M gibt, dann ist M = A.

Bewezs:

Wir bemerken zunéchst, dafl ein geschlossenes Tableau fiir A iiber M offen-
sichtlich kein Modell haben M kann.

Wir definieren fiir die Zwecke dieses Beweises das Anfangstableau Tj fiir A
iitber M als das aus einem Pfad bestehende Tableau das genau die Formeln

e 0A
e I BfirBe M

enthélt. Der bisherige beschriebene Kalkiil schreibt zwar vor, daf§ 0A in je-
dem Tableau einer Ableitung auf jedem Pfad vorkommen muf}, aber dariiber,
wann eine Voraussetzung B aus M in ein Tableau eingebaut wird, gibt es
keine Festlegung. In den kleinen Beispielen, die wir bisher betrachtet ha-
ben, haben wir es so eingerichtet, dafl auch die Formeln aus M von Anfang
an dabei sind. Offenbar kénnen wir diese Normierung vornehmen ohne Ein-
schrankung der Allgemeinheit.
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Sei jetzt
To, .. . T, Tyi1, ... Ty

eine Ableitung fiir A iiber M. T,, ist nicht erfiillbar, da es ein abgeschlossenes
Tableau ist. Dann sind aber auch alle vorangegangen Tableaux unerfiillbar.
Das koénnen wir so einsehen. Angenommen T} ist unerfiillbar. Wire Ty
erfiillbar, so miisste nach Lemma 5.9 auch 7T}, erfiillbar sein. Nach unserer
Annahme kann das nicht sein, als ist zwangslaufig T}, unerfiillbar. Insbeson-
dere ist Ty nicht erfiillbar, was nach Definition von T gleichbedeutend ist

mit M = A.

5.1.3 Hintikka-Mengen

Dieses Unterkapitel bereitet den Beweis des Vollstindigkeitssatzes vor, der
im folgenden Unterkapitel gefiihrt wird. Ein wesentlicher Schritt in diesem
Beweis ist die Konstruktion eines Modells fiir Formelmengen mit speziellen
Eigenschaften, eben den Hintikka-Mengen. Die Konstruktion ist unabhéngig
vom Rest des Beweises und kann deshalb hier schon erledigt werden.

Definition 5.12
(Hintikka-Menge)

Eine Menge H von geschlossenen Vorzeichenformeln {iber einer Signatur X
heifit eine Hintikka-Menge, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(H1) Gilt fiir eine a-Formel V|, V € H,
dann auch V; € H und V5 € H.
(H2) Gilt V € H fir eine 5-Formel V|
dann auch V] € H oder V, € H.
(H 3) Gilt V € H fiir eine J-Formel V,
dann gibt es einen variablenfreien Term ¢ mit Vi(t) € H.
(H4) Gilt V € H fiir eine ~-Formel V,
dann gilt Vi (t) € H fir jeden variablenfreien Term t.
(H5) Fiir keine Formel A kommt sowohl 1A, als auch 0A in H vor

Lemma 5.13
(Modell-Lemma) Jede Hintikka-Menge H besitzt ein Modell.

Bewelis:

Wir setzen
D = {t : t ein Grundterm}
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Falls die urspriingliche Signatur kein Konstantensymbol enthélt fiigen wir
an dieser Stelle ein beliebiges neues Konstantensymbol hinzu. Wir miissen
sicherstellen, dafl es mindestens einen Grundterm gibt, das Universum D also
nicht leer ist.
I wird definiert durch

I(f)(ty, ... ty) = f(t1,. .., tn)

(tl,,tn)EI(p) = 1p(t1,,tn)€H

Mit dieser Definition gilt fiir jeden Grundterm:

I(t) =t

Wir beweisen diese Behauptung durch Induktion iiber den Termaufbau. Fiir
t = ¢, ein Konstantensymbol, gilt nach Definition

I(c) =c.

Sei jetzt t = f(t1,...,tn):

Ity = I(f)(tP,...,tP) (Def. von I(t))
= I(f)(t1,...,[tn) (Ind.Vor.)
= f(t1,...,tn) (Def. von I(f))

Es bleibt, um den Beweis des Modell-Lemmas zu vervollstédndigen, noch nach-
zuweisen, daf fiir jede Formel V' € H gilt

(D, 1) V.

Dieser Nachweis wird wieder durch Induktion iiber den Aufbau von V' gefiihrt.
(Man beachte, dal H nur geschlossene Formeln enthélt.)

1. Fall: V = 1p(ty,...,t,)
Falls V € H, dann gilt D |= V nach Definition von D.

2. Fall: V =0p(ty,...,t,).

Wenn V € H, dann gilt wegen (H 5) 1p(t4,...,t,) ¢ H. Nach Definition
von (D, 1) also (D,I) V- p(ty,...,t,),d. h. (D,I)E —p(ty,... t,)

Die weiteren Induktionsschritte sind jetzt einfache Konsequenzen aus (H 1)

bis (H 4).
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5.1.4 Vollstandigkeit

Satz 5.14 (Vollstidndigkeit von T)
Sei A eine Formel und M eine Menge von Formeln, alle ohne freie Variable.
Gilt M = A, dann gibt es ein geschlossenes Tableau fir A iiber M.

Die Beweisidee ist folgende: Wir geben Tableaukonstruktionsvorschriften an,
nach denen ein geschlossenes Tableau fiir A iiber M konstruiert werden soll.
Wichtig dabei ist, dafl die Formeln fiir die Regelanwendungen fair ausgewéhlt
werden d.h. nicht irgendwelche Moglichkeiten unberticksichtigt bleiben (vgl.
oben 5.7). Wird auf diese Weise kein geschlossenes Tableau gefunden, so
zeigen wir, daff dann M U{=A} ein Modell haben mu8, was im Widerspruch
zu M = A steht.

Definition 5.15 (Tableaukonstruktion)

Es werden sukzessiv nicht nur Tableaux konstruiert, sondern parallel zu je-
dem Tableau eine Substitution fiir die freien Variablen in dem jeweiligen
Tableau. Starttableau und -Subtitution ist das Paar ({0A},id). (141, 0nt1)
entsteht aus (T),,0,), indem das Tableau T,, durch eine Tableauregel fair
erweitert wird. Geschieht diese Erweiterung nicht durch Anwendung der -
Regel, so ist 0,11 = 0,. Ansonsten entsteht o, aus o,, indem es um eine
Substitution fiir die neue Variable aus der y-Regel erweitert wird. Wodurch
die Variable substituiert wird, ergibt sich aus einer (beliebigen aber festen)
Aufzéhlung aller Grundterm {¢, : n > 1}. Bei der n-ten Anwendung der
~v-Regel auf einem Pfad auf eine Vorzeichenformel V' wird die neue Varia-
ble durch ¢,, substituiert. Wann Tableauerweiterungen fair sind, wird in der
folgenden Definition festgelegt.

Definition 5.16 (Fairnessforderungen)

Die Konstruktion der (7, 0,,) ist fair, wenn:

1. nur Pfade 7 aus T; verlangert werden, fiir die o;(7) nicht geschlossen
ist (geschlossene Pfade werden nicht erweitert),

2. fiir jede a-, B- oder d-Formel V, die in einem Tableau 7 vorkommt,
ein Index ¢ mit j < ¢ existiert, so daBl fiir jeden Pfad 7 in 7;, der V
enthilt, gilt: o;(7) ist geschlossen oder V' wurde zur Pfadverlingerung
genutzt,

3. fiir jede y-Formel V, die in einem Tableau 7} vorkommt, und jedem
m > 0 ein Index ¢ mit j < 7 existiert, so daf} fiir jeden Pfad 7 in T}, der V'
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enthilt, gilt: o;(7) ist geschlossen oder V' wurde zur Pfadverldngerung
m-mal genutzt (hier kommen die unterschiedlichen Substitutionen zum
tragen, die neue Variable in T; wird in o; durch ¢, substituiert),

4. fiir alle B € M ein Index i existiert, so daf fiir jeden Pfad = in T; gilt:
o;(m) ist geschlossen oder 1B liegt auf .

Man beachte, da Fairness eine sehr einschneidende Forderung ist, die im
wesentlichen eine Art Breitensuche erzwingt.

Beweis von Satz 5.14
Die Aussage des Satzes kann erweitert werden zu:

Sei A eine Formel und M eine Menge von Formeln.

Gilt M = A und konstruiert man nach den Tableaukonstrukti-
onsforschriften 5.15 Tableaux fiir clyA iiber M, dann wird nach
endlich vielen Regelanwendungen ein geschlossenes Tableau o;(7T;)
gefunden.

Wir wollen einen Widerspruchsbeweis fithren, d.h. wir nehmen an, daf§ kein
geschlossenes Tableau gefunden wird.

Man beachte, dafl bei der Konstruktion der 7; die Substitutionen o () nicht
tatsédchlich ausgefiihrt werden. Sie werden nur ”notiert”, um auszuweisen,
daB ein Pfad in einem 7T} ”jetzt geschlossen werden koénnte”. Dieser Pfad
wird dann nicht mehr fortgesetzt. Es entsteht also jeweils T;,, aus T; durch
Anhéngen von Knoten an einem Pfad 7, so dal o;(m) nicht geschlossen ist.
Durch Vereinigung der Tableaux T}, 7 = 0, 1, 2, ..., entsteht ein Tableau T, und
aus der Voraussetzung "kein o;(7T;) ist geschlossen” folgt, daB8 7" unendlich
ist. Wir verwenden nun das aus der Graphentheorie bekannte

Konigs Lemma: In jedem unendlichen, endlich verzweigenden Baum
existiert ein unendlicher Pfad.

Es sei 7 ein unendlicher Pfad in T'. Wir zeigen: Es gibt eine Hintikka-Menge
H, die alle Vorzeichenformeln auf o(m) enthilt.

Man zeigt zuerst, daf o(m), aufgefait als Formelmenge, die Eigenschaften (H
1) — (H 5) erfiillt. (H 1) bis (H 4) folgen unmittelbar aus den Fairnessforde-
rungen, wahrend (H 5) aus der Tatsache folgt, dal der Pfad nicht geschlossen
wird.

Betrachten wir (H 4) etwas genauer. Zunéchst wissen wir, dafl nach der Fair-
nessvorschrift jede y-Formeln V' € o(7) unendlich oft zur Verlingerung des
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Pfades benutzt wurde und damit fiir jeden variablenfreien Term ¢ auch V;(t)
auf dem Pfad liegt (V} sei der Rumpf von V' ohne Quantor).

Nach Lemma 5.13 hat H ein Modell. Da H 0A und alle 1B, B € M enthilt,
ist dieses auch Modell von M U{—=A}. Also M [~ A entgegen Annahme.

5.1.5 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 5.1.1
Zeigen Sie, dafl die Formel

VaVy(o(z,y) V o(z,y)) — Yodyd(z,y) V IaVy(z, y)

eine Tautologie ist.

Diese simple Tautologie ist der Ausgangspunkt einer Methode, genannt Funktions-
einfithrung (function introduction), zur Beschleunigung von Resolutionsbe-
weisen. Siehe etwa [BL92].

Ubungsaufgabe 5.1.2

Die Formulierungen in den Sétzen 5.11 und 5.14 sind so allgemein gefasst,
daB sie auch die Fille abdecken, in denen die Pramissenmenge M oder das
zu beweisende Theorem A freie Variable enthalten. In der Regel wird das
nicht der Fall sein. In dieser Aufgabe wollen wir genau diesen seltenen Fall
betrachten. Was geschieht, wenn man die Bildung des universellen Abschlus-
ses weglasst? Geben Sie Beispiele, dafl keine der beiden Implikationen in der
folgenden Aquivalenzaussage richtig ist:

M = A gilt genau dann, wenn es ein geschlossenes Tableau fiir A {iber M gibt.

Ubungsaufgabe 5.1.3

In der Definition 4.26 einer pradikatenlogischen Interpretation war verlangt
worden, dafl nur nichtleere Mengen als Trigermengen D auftreten kénnen.
Fiir die Zwecke dieser Ubungsaufgabe wollen wir diese Einschrinkung fallen
lassen und auch D = () zulassen. Wir nennen dies die Nullsemantik

1. Geben Sie ein Beispiel fiir eine Formel an, die in der iiblichen Semantik
allgemeingiiltig ist, aber in der Nullsemantik nicht.

2. Wenn man den in diesem Kapitel beschrieben Tableaukalkiil fiir die
Nullsemantik benutzt, welche Eigenschaft geht dabei verloren: die Voll-
standigkeit oder die Korrektheit?
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3. Wie muf3 das Tableauverfahren abgeédndert werden, damit es vollstdndig
und korrekt beziiglich der Nullsemantik ist?

Ubungsaufgabe 5.1.4
Man beweise im Tableaukalkiil:

Vi(a(next(t)) <> b(t) A —reset(t)) b Vt(reset(t) — —a(next(t)))
Ubungsaufgabe 5.1.5
Zeigen Sie, dafl eine Robbins Algebra R, in der die Formel

Vo (——x = x)

gilt, schon eine Boolesche Algebra ist.
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5.2 Sonstige Kalkiile

5.2.1 Hilbertkalkiil

Definition 5.17 (Hilbertkalkiil)

Der Hilbertkalkiil (fiir eine Signatur ¥) bezeichnet mit H (genauer mit Hy,)wird
durch die folgenden Axiome und Regeln gegeben:

(Wie in der Aussagenlogik sind die Regeln — insbesondere die Axiome — als
Schemata angegeben. x, ¥, z, . .. stehen fiir Variablen, f fiir ein Funktionssym-
bol, p fiir ein Relationssymbol, ¢ fiir einen Term, A, B, C' stehen fiir Formeln.)

Axiome
Axl A— (B— A) (Abschwichung)
Ax2 (A= (B—C))—= ((A—=B)—=(A—=0)) (Verteilung von —)
Ax3 (mA— -B) = (B— A) (Kontraposition)
Ax4 VzA — {x/t}(A) wobei {x/t} kollisionsfrei fiir A (Instantiierung)
Ax5 Vz(A — B) — (A — VaB) wobei © & Frei(A) (V-Verschiebung)
Gll z==x (Reflexivitéit
G2 z=y—y=u=x (Symmetrie)
GB3 z=y—(y=z—a2=2) (Transitivitét)

G4 =y > (@2=ys = (.. (@p=yp = flo1,...;20) = (Y1, s Yn)) .. .))
G z1=y1 = (a=y— (.. (zn=ypn = p@1,...,2n) = DWY1, - Yn))...))

Regeln
Mp: A’AT_”9 (Modus ponens)
Ableitbarkeit im Hilbertkalkiil wird
A .
Gen: VA (Generalisierung)

bezeichnet mit Fyy.

Wir erinnern daran, da M |= A fiir die semantische Folgerbarkeit von a aus
M steht (siehe Definition 4.39 auf Seite 140.

Beispiel 5.18 (Eine Ableitung in H)
Wir schreiben in diesem Beispiel der Einfachheit halber F statt Fy.

Sei M = {r(z,z),r(x,y) Ar(x,z) = r(y, z)}. Wir wollen
M Er(z,y) = r(y,z)
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zeigen. (Daselbe Beispiel wird auch in dem Buch [HW90], S. 82ff benutzt,
allerdings mit einem anderen Kalkiil.)

1 MbEr(z,y) Ar(z,z) —r(y, 2) (Vor.)
2 MEY2(r(z,y) Ar(z,z) = r(y, 2)) (Gen.)[1]
3 OFEVa(r(x,y) Ar(z,2) = r(y,2) — (r(z,y) Ar(x,z) = r(y, z)) (Axd)
4 MFE r(x,y) Ar(z,x) — r(y,x) (MP)[2,3]
5 0F (r(z,y) Ar(z,z) = r(y,x)) — (AL-Tautologie A — (B — A A B)
(r(z,z) = ((r(z,y) Ar(z,z) = r(y,2)) Ar(z, x)))
6 MbEr(z,z)—= ((r(z,y) Ar(z,x) = r(y,x)) Ar(z,x)) (MP)[4,5]
7 MFr(zx) (Vor.)
8 M F(r(z,y) Ar(z,z) = r(y,z)) Ar(z, ) (MP)[6,7]
9 F((r(z,y) Ar(x,x) = r(y,z)) Ar(z, x)) (AL-Tautologie)
— (r(z ,y) = 7(y,z))
10 MEr(z,y) —r(yx) (MP)[8,9]

Satz 5.19 (Vollstidndigkeit und Korrektheit von H)
3 sei eine Signatur der PL1. Fiir jede Formelmenge M C Fory und jede
Formel A € Fory, gilt:

2. Ml A= Mbg A

5.2.2 Resolutionskalkiil

Um unsere Darstellung moglichst knapp zu halten, verzichten wir auf die
Behandlung der Gleichheit.

Im iibrigen sei auf die Literatur verwiesen, insbesondere auf die beiden Biicher
von [HK89] und [SA91]. Aber auch die Klassiker auf diesem Gebiet, [CL73]

und [Lov78], sind auch heute noch mit Gewinn zu lesen.

Definition 5.20 (Klausel)

Ein Literal ist eine atomare oder eine negierte atomare Formel.
Eine Klausel ist eine endliche Menge von Literalen.

Die leere Klausel wird mit O bezeichnet.

Eine Klausel wird interpretiert wie die Disjunktion ihrer Literale. Eine Menge
von Klauseln wird, wie jede Menge von Formeln, interpretiert wie die (un-
endliche) Konjunktion der den Klauseln entsprechenden Disjunktionen. Alle
auftretenden Variablen werden als universell quantifiziert interpretiert. Die
leere Klausel, O, erhéilt immer den Wahrheitswert F'.
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Definition 5.21 (Variante)
Ist A eine quantorenfreie Formel und o eine Variablenumbenennung, dann
heifit o(A) eine Variante von A.

Notation
Zu einem Literal L sei ~ L das Literal
I —L wenn L ein Atom ist
" | L' wenn L =-L' L' Atom, ist.

Zu einer Klausel C sei ~ C :={~ L|L € C}.

Definition 5.22 (Resolutionsregel)
Uber der Menge der Klauseln (iiber der priadikatenlogischen Signatur X)) ist
die Resolution die folgende Regel

ChUK; Cy U Ky
pw(Cr U Cy)

wobei gilt:
e (1, (5, Ki, K, sind Klauseln
o Ky, Ko #0
o Var(CiUK,)NVar(CoUKy) =0
e 1 ist allgemeinster Unifikator von KU ~ K.

Eine Klausel C heifit Resolvente zweier Klauseln, wenn sie durch Anwendung
von Res auf diese entsteht.

Definition 5.23 (Ableitbarkeit im Resolutionskalkiil)
Sei M eine Klauselmenge.

1. Mit Res(M) bezeichen wir die Menge aller Resolventen von Klauseln
aus M. Genauer:

Res(M) = {B/| es gibt Varianten C7, Cy von Klauseln aus M,
so dal B eine Resolvente von C1, Cy ist.}

2. RO(M) =M
3. R"™Y(M) = Res(R™) U R"
4. M Fgr A gilt genau dann, wenn es ein n gibt mit A € R"(M)
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Beispiel 5.24 (Anwendung der Resolutionsregel)
Gegeben seien die beiden Klauseln

{p(=),q(f(x)), q(f(9(c))} und {r(y, 2), ~q(2), ~a(f (y))}

Zur Vorbereitung der Anwendung der Resolutionsregel zerlegen wir die Klau-
seln in komplementéire Klauseln K7 und K5 und die jeweiligen Restklauseln
Cl und CQ.

Ky =A{q(f(2)),q(f(9(c)}  Cr={p(x)}
Ky ={~q(2), ~q(f(y))}  Co={r(y,2)}
Die Menge K1U ~ K> ist also in diesem Fall {q(2), ¢(f(v)), q¢(f(2)),q(f(g(c))}

mit o = {z/g(c), y/g(c), z/f(g(c))} als allgemeinstem Unifikator. Die Re-
solvente ist daher {p(g(c)), r(g(c), f(g(c)))}

Am haufigsten wird die Resolutionsregel fiir einelementige komplementére
Klauseln angewandt. Diese spezielle Form heifit binidre Resolution.

Beispiel 5.25 (Binédre Resolution)
Gegeben seien die beiden Klauseln {p(z),q(f(x))} und {r(y,c), ~q(f(c))}. .

Ky ={q(f(z)}  Cr={p(x)}

Ky ={=q(f(c))} Co={r(y,c)}
Die Menge KU ~ K> ist also in diesem Fall {¢(f(z)), ¢(f(c))} und unifizier-
bar durch den allgemeinsten Unifikator o = {x/c}. Die Resolvente ist daher

{p(e),r(y, )}

Satz 5.26 (Korrektheit und Vollstédndigkeit von R)
Sei K eine Menge von Klauseln im Vokabular . Dann gilt

1. Gilt M Fgr O, dann ist M nicht erfiillbar.

2. Ist M nicht erfiillbar, dann folgt M Fgr O

Beweis
zu 1:  Wir zeigen fiir eine beliebige Klauselmenge M fiir alle n > 0

wenn R"(M) erfiillbar ist, dann ist auch R"™'(M) erfiillbar

Daraus folgt dann:

wenn M Fr O dann O € R"(M) fiir ein n,
dann  R"™(M) unerfiillbar fiir ein n,
dann  R°(M) = M unerfiillbar.
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Kommen wir zum Beweis der induktiven Behauptung. Sei dazu (D, I) ein
Modell von R™(M). Da alle Variablen als implizit universell quantifiziert
interpretiert werden, gilt fiir alle Klauseln K € R"(M) und alle Variablen-
belegungen 5 (D, I,3) = K. Wer streben an, fiir jede Resolvente C' von
Klauseln aus R"(M) auch (D, I,5) = C fiir jedes  nachzuweisen. Damit
wéren wir dann auch fertig.

Sei also C' eine Resolvente von C1, Cy € R*(M). Genauer heifit das nach der
allgemeinen Definition einer Resolvente, dafl C} = C1; U K3, Cy = Cy1 U Ko,
p ein allgemeinster Unifikator von KU ~ Ky und C' = p(Cy 1 U Cyy). Nach
Voraussetzung gilt fiir eine beliebige Variablenbelegung

(D, 1,8) E p(Crp) V u(Ky)  und (D, 1, 8) | p(Can) V pu(K2)

Gilt (D, 1,p) = u(Cy1) dann gilt um so mehr (D, I, 3) = p(Crq1) V p(Ca)
und wir sind fertig. Somit bleibt noch der Fall (D, I,5) = u(K;) zu be-
trachten. Da p Unifikator von KU ~ K, ist, folgt daraus (D, I, 5) £~ u(K>)
und damit mu nach Voraussetzung (D, I, 5) = u(Cs1) gelten. Was wieder
(D, 1,p) = C nach sich zieht.

Das obige Argument mit dem Unifikator kann mach sich klar machen, wenn
man den einfachsten Fall Ky = {L;}, Ky = {—Ly} betrachtet mit u(L;) =
pi(La).

Bemerkungen: Da Variablen implizit als universell quantifiziert angesehen
werden macht es fiir das vorliegende Argument keinen Unterschied, ob wir
ein C' € R"(M) betrachten oder einer Variante C’ fiir ein C' € R"(M). Offen-
sichtlich spielte die Variablendisjunktheitsbedingung aus der Definition einer
Resolvente fiir obigen Beweis keine Rolle. Ebenso die Forderung, daf§ die K;
nicht trivial sind.

zu 2: Die Beweisstrategie zielt darauf ab, den Vollstdndigkeitsbeweis fiir
die aussagenlogische Resolution, Satz 3.20, zu benutzen. Wir beginnen mit
der Beobachtung, dafl aus der vorausgesetzten Unerfiillbarkeit von M nach
dem Herbrandschen Satz (Satz 4.70, Implikation von (1) nach (3)), auch die
Unerfiillbarkeit der Menge M aller Grundinstanzen von M folgt. Wir ersetzen
in M jedes atomare Formel durch ein aussagenlogisches Atom - natiirliche
alle Vorkommen einer atomaren Formel durch dasselbe Atom. Die entstehen-
de Menge aussagenlogischer Formel M, ist ebenfalls nicht erfiillbar. Warum?
Aus einer erfiillenden Belegung [ fiir M, konnten wir ein Herband-Modell H
fiir M bauen, indem wir H = p(t1, ..., p,) genau dann setzen wenn I(A) = 1
gilt fir das der atomaren Formel p(tq,...,p,) zugeordnete aussagenlogische
Atome A gilt. Nach Satz 3.20 kann man mit aussagenlogischer Resolution
aus My die leere Klausel O herleiten. Die Frage, ob man aus einer aussagen-
logischen Herleitung eine pradikatenlogische Herleitung gewinnen kann, ist
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unter dem Namen [ifting bekannt. Die Antwort ist natiirlich positiv. Genauer
werden wie zeigen:

LiftingLemma
fiir jedes n und jede Klausel Cy € R (M)
gibt es eine Klausel C' € R™(M) und eine Substitution o, so daf
Cy aus o(C') durch die oben beschriebene Ersetzung
von Grundliteralen durch aussagenlogische Atome entsteht.

Wir wissen bisher schon, dafl es ein n gibt mit O € Ry (My). Nach dem Lif-
ting Lemma gibt es dann eine Klausel C' € R™(M) und eine Substitution o
mit o(C) = 0. Dann kann nur C' = O sein und wir sind fertig. Es bleibt also
nur noch das Lifting Lemma zu beweisen.

Der Beweis geschieht durch Induktion iiber n. Fiir n = 0 reduziert sich
die Behauptung des Lemmas auf die Definition von M,. Fiir den Schritt
von n nach n + 1 betrachten wir zwei Klauseln C o, Cyo € Rj(Mp) und ei-
ne ihrer Resolventen Cy € Ryt (Mp). Etwa Co = {LY,..., LY} mit Cyo =
{L9,..., LY, L% und Cyo = {LY,..., LY, =L"}. Nach Induktionsvorausset-
zung gibt es C1,Cy € R™(M) und Substitutionen oy, oy mit 01(Cy) = Cip
und 09(Cy) = Cy9. Wir unterschlagen hier die Ersetzung von Grundlitera-
len durch aussagenlogische Atome. Das ist fiir den Beweis unerheblich. Wir
konnen auflerdem annehmen, daf§ C; und C5 keine gemeinsamen Variablen
haben. Denn einerseits 148t sich eine Variablenumbennenung die C; und Cs
variablendisjunkt macht durch entsprechende Anderungen von o; und oy
kompensieren anderseits ist die Bildung von Varianten der Ausgangsklauseln
eines Resolutionsschritts explizit erlaubt und die Variablendisjunktheit so-
gar gefordert. Wegen der Variablendisjunktheit von C; und C5 kénnen wir
oy und oy zu einer Substitution p zusammenfassen mit p(Cy) = Cpp und
p(Cs) = Cy. Schauen wir uns C und Cy etwas genauer an Cy = Cy 1 UC o
und CQ = 0271 UCQ72 mit M(CLQ) = [L(N 0272) = L und Co = ,u(CLl)U,u(CQJ).
Man beachte, dafi C' 2 und Cs 5 keine Einerklauseln sein miissen. Die allge-
meiner Form der prédikatenlogischen Resolution fordert das auch nicht. Wir
haben noch eine kleine Klippe zu iiberwinden. Wir wissen, dafl ;s ein Unifika-
tor von C o und ~ Cy 4 ist. Der Resolutionsschritt wird mit einem allgemein-
sten Unfikator p, durchgefiihrt, wobei etwa p = p’ o u, gilt. Das Ergebnis der
pridikatenlogischen Resolution ist C' = 1,(Cy 1 U Cyq) mit C € R (M.
Somit gilt p/(C) = p(Cy1 UCy1) = Cp und wir sind fertig.
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Arbeiten mit dem Resolutionskalkiil

Der Resolutionskalkiil ist ein Widerlegungskalkiil, d.h. der Beweis einer lo-
gischen Folgerbarkeit wird in einen Nachweis der Widerspriichlichkeit umge-
formt. Wir fassen die Vorgehensweise zusammen.

Gegeben: Eine endliche Menge {B, ..., B,} C Fory und eine Formel A €
FOTz.

Gesucht: Fir den Fall, daf§ {By,...,B,} | A ein Beweis dieser Tatsache
unter Verwendung von R.

Verfahren:

1. Bilde £ := {ClyBy,...,ClyB,,,~ClyA}
2. Bringe jede Formel in E in Pranex-Normalform, erhalte £,

3. Bringe jede Formel in E’ in Skolem-Normalform, erhalte E”. (Die Ma-
trizen der Formeln sind in KNF:)

4. Lasse die V-Prifixe weg; schreibe die verbleibenden Konjunktionen von
Disjunktionen (von Literalen) als Mengen von Klauseln; bilde die Ver-
einigung dieser Klauselmengen; erhalte FE.

5. Versuche, aus F mittels Variantenbildung von Klauseln und Resolution
die leere Klausel herzuleiten.

Zu Schritt 3 beachte man, dafl die bei der Skolemisierung neu eingefiihr-
ten Funktionssymbole (iiber ganz E!) paarweise verschieden sind. (Denn bei
Einfithrung eines jeden wird die Signatur erweitert.)

Die Variantenbildung in Schritt 5 hat den Zweck, die fiir die Anwendung der
Resolution erforderliche Variablendisjunktheit von Klauseln herzustellen.

Das néchste Beispiel zeigt die Notwendigkeit der Variantenbildung fiir die
Vollstandigkeit des Resolutionskalkiils.

Beispiel 5.27

Die Menge der beiden Klauseln {p(z)} und {—p(f(z))} hat sicherlich kein
Modell, da sie der pradikatenlogischen Formel (Vzp(z)) A (Vx—p(f(z))) ent-
spricht. Aber p(z) und p(f(z)) sind nicht unifizierbar, also ist auch die leere
Klausel so nicht herleitbar.
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Weitere Beispiele zum Resolutionskalkiil
Wir wollen die folgende logische Folgerung beweisen:
Beispiel 5.28
VaVy(x C y <> Vu(uer — uey)) = VaVyVz(zr CyAy C z — x C 2)

Es handelt sich dabei um eine Aussage aus der elementaren Mengenlehre zur
Transitivitdt der Teilmengenbeziehung. Bemerkenswert ist vielleicht, dafl die
Transitivitédt allein aus der Definition der Teilmengenrelation gefolgert wer-
den soll, ohne zusétzliche mengentheoretische Axiome iiber die e-Relation.

Bevor wir mit einem Beweis im Resolutionskalkiil beginnen kénnen, miissen
wir die Priamisse und die Negation der Behauptung in Klauselnormalform
transformieren. Dazu zerlegen wir die Pramisse in die beiden Teile

VaVy(z C y — Yu(uer — uey))

VaVy(Vu(uer — uey) — = C y)

Benutzen wir die Relationszeichen conteq und memb anstelle der Infixzeichen
C und e, so 148t sich die erste Formel direkt in die Klausel

{—conteq(z,y), - memb(u, z), memb(u,y)}

umschreiben.

Die zweite Formel wird nach Elimination von — zunéchst zu
VaVy(Ju(uex A —uey) V x C y)
und nach Skolemisierung zu
VaVy((f(z, y)ex A= f(z,y)ey) Vo Cy)
Nach Anwendung des Distributivgesetzes entstehen die beiden Klauseln:

{memb(f(x,y),x), conteq(z,y)}

{—memb(f(z,y),y), conteq(z,y)}

Die Negation der Behauptung fiihrt zu

JryFz(z CyAy C 2z Az C 2)
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und nach Einfithrung von Skolemkonstanten zu den drei Einerklauseln:
conteq(a, b)
conteq(b, c)
—conteq(a, c)

Der Resolutionsbeweis (wir lassen zur Vereinfachung die Mengenklammern
weg)

1) —conteq(z,y), “memb(u, x), memb(u,y) [Vor.]

2) memb(f(z,y),x), conteq(x,y) Vor.]
—memb(f(x,y),y), conteq(x,y) Vor.|
conteq(a, b) — Beh.]
conteq(b, c) — Beh/]

- Beh.]

—memb(u, a), memb(u, b)
—memb(u,
—memb(f(a,c),c)
memb(f(a,c),a)
memb(f(a,c),b)
memb(f(a,c),c)
20) O [19,9]

Dieser Beweis wurde von dem automatischen Beweissystem OTTER gefun-
den. Die Liicken in der Nummerierung weisen darauf hin, daf§ zwischendurch
Klauseln erzeugt wurden, die zum Beweis nichts beitragen.

b), memb(u, c)

O W O O© 0 ~J O O i W
NN N2 N N N AN S AN NN N

[
[
[
[
[
—conteq(a, ¢) {
[
[
[
[
[

N N N N

Die bindre Resolutionsregel alleine liefert keinen vollsténdigen Kalkiil, wie
das néchste Beispiel zeigt.

Beispiel 5.29
Die Menge bestehend aus den beiden Klauseln

{P(2), P(y)}, {~P(u), ~P(v)}

ist sicherlich unerfiillbar. Die binédre Resolutionsregel liefert, selbst bei belie-
biger Wiederholung, als Resolventen nur Varianten der Klausel

{P(y),~P(v)}

und nie die leere Klausel. Entscheidend fiir dieses Phanomen ist der Teil der
Definition 5.22, der die Variablendisjunktheit der Elternklauseln verlangt.

Zusammen mit der Faktorisierungsregel

{Lla e 'aLkaLk‘-i-la e 7Ln}
{o(L1),...,0(Ly)}
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wobei o so gewéhlt ist, dal o(Lg) = o(Lgy1) = ... = o(L,), entsteht wieder
ein vollstandiger, hdufig eingesetzter Kalkiil.

Auch das zweite Beispiel eines Resolutionsbeweises stammt aus der elemen-
taren Mengenlehre. Es soll bewiesen werden

Beispiel 5.30

VaVy(e CyAy Cx — z =y).

Als Voraussetzungen stehen dazu zur Verfiigung

e die Definition der Teilmengenrelation
VaVy(x Cy <> Vu(u € x — u € y))
und

e die Definition der Gleichheit (in der Mengenlehre ist die Gleichheit eine
definierte Relation)

VaVy(x =y <> Yu(u € z <> u € y))

Die Transformation liefert zunéchst die schon bekannten Klauseln
(1) —conteq(z,y) V —memb(u, x) V memb(u,y)
(2) memb(f(z,y),x) V conteq(x,y)
(3) —memb(f(z,y),y) V conteq(z,y)
Ersetzen wir das Infixzeichen = durch eq, so liefert die Definition der Gleichheit
die Klausel
(4) eq(z,y) Vmemb(g(z,y),z) vV memb(g(z,y), y)
(5) eq(z,y) vV —memb(g(z,y),z) V —memb(g(z,y),y)
(6) —eq(z,y)V memb(u,z)V memb(u,y)
(7)  —eq(z,y) V ~memb(u,x) V —memb(u,y)
mit der neuen Skolemfunktion g(x,y). Die Negation der Behauptung schlieffilich
fithrt zu den Klauseln
(8) conteq(a,b)
(9) conteq(b, a)
(10)  —eq(a,b)
mit den Skolemkonstanten a, b, ¢
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(11) —memb(z,a) V memb(z,b) 8,1]
(12) —memb(x,b) V memb(z, a) [9,1]
(18) memb(g(a,x),b) V eq(a,z) V memb(g(a,x), x) [11,4]
(23)  —memb(g(z,b),a) V eq(x,b) V =memb(g(x,b),z) [11,5]
(28) memb(g(a,b),b) V eq(a,b) [Fak 18]
(29) —memb(g(a,b),a) V eq(a,b) [Fak 23]
(61) memb(g(a,b),b) [28,10]
(62) memb(g(a,b),a) [61,12]
(69) eq(a,b) [29,62]
(70) O [69,10]

Der Beweis wurde wieder mit dem Beweiser OTTER gefunden, der nicht die
Mengennotation verwendet und auBerdem die Faktorisierungsregel (Fak) be-
nutzt. Man erhélt aus dem obigen Beweis einen Beweis ohne Faktorisierung,
wenn man die Mengenschreibweise benutzt und die Beweisschritte (28) und
(29) einfach weglafit. Aus (18) und (10) entsteht direkt (61), ebenso kommt
man von (23) und (62) direkt zu (69).

Bemerkung

Die Behandlung der Gleichheit erfolgt prinzipiell durch Einbeziehen der Axio-
menmenge Gl in den Kalkiil. Fiir das genauere Verfahren (Paramodulation)
sei auf die Literatur verwiesen.

5.2.3 Ein Sequenzenkalkiil

Es gibt verschiedene Tableaukalkiile, in 5.1 wurde einer von ihnen vorge-
stellt. Es gibt auch verschiedene Sequenzenkalkiile, vgl. die Biicher von [SA91]
und [Gal86]. Wie im Falle der Aussagenlogik dargestellt, besteht eine enge
Verwandtschaft zwischen Tableau- und bestimmten Sequenzenkalkiilen, die
in der Pradikatenlogik erhalten bleibt: Von Tableaux kann man zu Block-
tableaux iibergehen, und von diesen zu Beweisbdumen fiir Sequenzen. Man
erhélt auf diese Weise einen zum Tableauxkalkiil 5.1 gehdrigen Sequenzen-
kalkiil (der allerdings die Eigenschaft hat, daf eine pfadschlieBende Substi-
tution auf den gesamten Beweisbaum anzuwenden ist, diesen also &ndert.)

Wir betrachten gleich Formeln, die auch das =-Zeichen enthalten kénnen.

Die beiden folgenden Definitionen sind die pradikatenlogische Fortsetzung
der aussagenlogischen Definitionen 3.41) und 3.42.

Definition 5.31 (Sequenz)
Eine Sequenz wird notiert als eine Folge zweier endlicher Mengen pradikatenlogischer
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Formeln getrennt durch das Symbol = :
r-=A.

I' wird Antezedent und A Sukzedent genannt. Sowohl links wie rechts vom
Sequenzenpfeil == kann auch die leere Folge stehen.

Definition 5.32 (Auswertung von Sequenzen)
Sei D eine priadikatenlogische Struktur und /3 eine Variablenbelegung:

valp g(I' = A) = valpﬁ(/\T — \/ A)

Es gelten die iiblichen Vereinbarungen fiir leere Disjunktionen und Konjunk-
tionen.

Definition 5.33 (Der Sequenzenkalkiil S)
Die Regeln des Sequenzenkalkiils sind in den Abbildungen 5.1, 5.2 und 5.3
zusammengestellt.

axiom and-left
IF—=FA IF,.G=> A
ILEANG= A
not-left
I, = FA
T F=> A and-right
not-right = FA T'=GA
I'=FANG,A
IF—=A
[=>-FA or-left
impl-left ILF=-A I,G=A
r—FA TI,G—>A LEVG=>A
IF—-G=A
or-right
impl-right
pms = FG A
I'F=>G,A - FVG A
'—=F—GA

Abbildung 5.1: Aussagenlogische Sequenzenregeln
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all-left ex-right

I ValF, F(X/x) > A I'— 3zF, F(X/z), A
I''VaF = A [, = JzF A
wobei X eine neue Variable ist. wobei X eine neue Variable ist.
all-right ex-left
L= F(f(z1,...,2,)/2), A U, F(f(z1,...,x0)/z) = A
= VzF A I'dzF = A
wobei f ein neues Funktions- wobei f ein neues Funktions-
symbol ist und zy,...,x, alle symbol ist und zq,...,x, alle
freien Variablen in VxF'. freien Variablen in dzF.

Abbildung 5.2: Priadikatenlogische Sequenzenregeln

identity eq-subst-right

F=>s=sA Is=t=> F(t),A
[,s=t—= F(s),A

symmetry-right

'=s=tA

T=1=s A eq-subst-left
symmetry-left [LF(t),s=t=> A

F’S:t_)A F,F(S),S:t_)A

It=s=> A

Abbildung 5.3: Sequenzenregeln fiir die Gleichheit
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Die Definition eines Beweisbaum ist wortlich dieselbe wie im aussagenlogi-
schen Fall, Definition 3.44, mit einer kleinen Anderung in der Definition eines
abgeschlossenen Beweisbaums.

Definition 5.34 (Beweisbaum)
Ein Ableitungsbaum ist ein Baum, dessen Knoten mit Sequenzen markiert
sind und fiir jeden Knoten n die folgende Einschrankung erfiillt:

1. ist n; der einzige Nachfolgerknoten von n und sind I' = A und I'; = A,
die Markierungen von n und n;, dann gibt es eine Sequenzenregel

Fl_)Al
r=A

2. besitzt n die beiden Nachfolgerknoten n; und ny und sind I' = A,
' = A; und I'y; = A, die Sequenzen an den Knoten n, n; und no
dann gibt es eine Sequenzenregel

= A Ty= A,
= A

Wir nennen einen Beweisbaum geschlossen oder vollstindig wenn er zusétzlich
noch die folgende Bedingung erfiillt:

3. es gibt eine Substitution o, so daf fiir die Markierung A jedes Knoten
n, der keinen Nachfolgerknoten hat, o(A) ein Axiom ist. Dazu zé&hlen
auch die beiden Gleichheitsaxiome.

Man beachte daf§ zundchst A = p(s) = p(t) kein Axiom zu sein braucht.
Ist o aber ein Unifikator von s und ¢ dann ist 0(A) = p(o(s)) = p(o(t)) zu
einem Axiom wird.

Definition 5.35

Fiir endliche Formelmengen A, I' C Fory, sagen wir, daf} die Sequenz I' = A
in S ableitbar ist, genau dann, wenn ein geschlossener Beweisbaum mit Wur-
zelmarkierung I' == A existiert.

In Symbolen schreiben wir dafiir auch I' Fg A.

Satz 5.36 (Korrektheit des Sequenzenkalkiils)
Fiir endliche Formelmengen A, I" C Fory ohne freie Variablen gilt:

wenn I' Fg A, dann )z/\F—)\/A
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Beweis: Sei also T ein geschlossener Beweisbaum fiir die Formel A iiber der
Voraussetzungmenge M. T hat die Form o (7y) fiir eine geeignete Substitution
0.

Der Beweis wird durch strukturelle Induktion {iber den Beweisbaum gefiihrt.

Axiome: Im einfachsten Fall besteht 7 nur aus einer einzigen Sequenz, die
dann ein Axiom sein mufl. Es konnen die folgenden Fille auftreten:

axiom

' F— F,A

identity T = s s A

Der weitere Beweis gliedert sich in Fallunterscheidungen nach der ersten Re-
gelanwendung in 7y und verlauft nach dem folgenden Muster. Sei

Fl_)Al FQ"AQ
r=A

die erste Regelanwendung auf 7. Nach Induktionsvoraussetzung wissen wir
daf

N o) = o(Ar) und \/o(T2) = o(A,)
allgemeingiiltig sind. Daraus miissen wir auf die Allgemeingiiltigkeit von
No(l') = \/ o(A) schlieBen.

Die aussagenlogischen Regeln werden wie im Beweis von Satz 3.47 abgehan-
delt. Wir fithren einige der restlichen Fille ausfiihrlich vor.

all-right Regel
L= F(f(zy,...,2,)/x), A
= VaF, A

wobei f ein neues Funktionssymbol ist und zy,...,z, alle freien Variablen
in Vo F.

Um den Beweisbaum 7 zu erhalten miissen wir noch die Substitution ¢ auf
jede Sequenz anwenden. Als Induktionsvoraussetzung haben wir dann die
Allgemeingiiltigkeit von

No@) = Flo(f(xr,....xa))/z) v\ o(A)

zur Verfiigung. Daraus sollen wir dei Allgemeingiiltigkeit von

No@) = o(vaF) v \/ o)

herleiten.
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all-left Regel

D\WVaF, F(X/x) = A
[,VaoF = A’

wobei X eine neue Variable ist.

Die restlichen Fille bleiben dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.

Satz 5.37 (Vollstidndigkeit des Sequenzenkalkiils)
Es seien M C Fors, A € Fory. Dann gilt

Der Beweis benutzt die Vollsténdigkeit des Hilbert-Kalkiils ohne Gleichheit,
indem Beweise im Hilbert-Kalkiil zu Beweisen im Sequenzenkalkiil trans-
formiert werden. Die Transformation geschieht iiber die Lénge des Hilbert-
Kalkiilbeweises. Es sei Ay, ..., A, mit A,, = A ein Beweis von A iiber M.

a)

b)

c)

A, € M: Die Sequenz = A,, wird durch die (einfiigen)-Regel sofort
bewiesen.

A, Axiom des Hilbert-Kalkiils: Die Ableitungen dieser Axiome im Se-
quenzenkalkiil bleiben dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.

A, ist durch die Modus-Ponens-Anwendung auf A; und A; mit : < n
und j < n entstanden, wobei A; = A; — A, ist. Dann erhélt man
— A, im Sequenzenkalkiil durch Anwendung der (Schnitt)-Regel (mit
A;).
- An

— A;, A, erhilt man aus einem Beweis fiir A;.

A; = A, erhilt man durch Anwendung der (Schnitt)-Regel (mit A; —
Ap).

A; = A, — A, A, 1aBt sich durch einen Beweis fiir = A; — A,, be-
weisen und

A; — A, A; = A, durch die (— links)-Regel.

A, ist durch die Anwendung der Gen-Regel auf A; mit ¢ < n entstan-
den. Dann beweist man = A,, im Sequenzenkalkiil durch Anwendung
der (Vrechts)-Regel und die verbleibende offene Pramisse analog zu
dem Beweis von A;, der nach Induktionsvorraussetzung existiert.
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Bemerkung 5.38
Wollen wir beweisen, daf eine Formel A logisch folgt aus einer Menge M von
Voraussetzungen, so hatten wir bisher nur die Moglichkeit betrachtet, die
Sequenz M => A herzuleiten. Fiir unendliche Voraussetzungenmengen M ist
das keine Losung. Fiir diesen Fall fithren wir auf die folgende Regel ein:
ClvB s r=A

r—=A
mit B e M

(einfiigeny):

Wenn M endlich ist (z. B. M = {By, ..., B,}), kann man wiederum abkiirzend
einen Beweisbaum erstellen, in dessen Wurzel die Sequenz Cly By, ...,ClyB, = A
steht und auf die Einfiigeregel verzichten.

Die (Schnitt)-Regel ist nicht wirklich notwendig, man kann sie auch weglas-
sen, der Kalkiil bleibt vollsténdig (siche z.B. [Gal86]).

Ohne Schnitt lassen sich dann Tableaux- und Sequenzenbeweise einfach in-
einander iiberfithren, wenn man die unterschiedliche Variablensubstitution
(7-Regel bzw. (Vright) und (3left)) entsprechend beriicksichtigt (siehe auch
3.47 Seite 97).

5.2.4 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 5.2.1
Aufgabe zum Hilbertkalkiil

Unter Verwendung von Ax3 und Ax4 (siehe Def. 5.17) zeige man
Fu Clv_'A — ﬁClvA.

Ubungsaufgabe 5.2.2

Was wiirde sich &ndern wenn man in Definition 5.22 nicht verlangen wiirde,
daBl C1UK; und CyU K, variablendisjunkt sind? Vollstandigkeit, Korrektheit,
keins von beiden?

Ubungsaufgabe 5.2.3 )
In Fortsetzung der vorangegangen Ubungsaufgabe 5.2.2 betrachtet wir - nur
fiir diese Ubungsaufgabe - die folgende geiinderte Version der Definition von
Res(M) aus Definition 5.23:
Res'(M) = {B| es gibt Klauseln Cy,Cy aus M,
so da B eine Resolvente von C, Cy ist.}
Gegeniiber der offiziellen Definition ist die Variantenbildung, d.h. die Um-

bennung der Variablen in C, Cy weggefallen.
Wie wird dadurch Korrektheit und Vollstéandigkeit des Kalkiils beeinflufit?
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Ubungsaufgabe 5.2.4

Die in den Abbildungen 5.1 und 5.2 vorgestellten Regeln beschreiben den
Sequenzelkalkiil, der unter dem Namen System G bekannt ist, siehe etwa
[Gal86, Chapter 5]. in der mathematischen Logik und Beweistheorie ist eine
Variante des Kalkiils, das System LK, siehe [Gal86, Chapter 6] wesentlich
bekannter. Es entsteht aus unserem System, indem die Regeln and — left
und or — right jeweils durch die folgenden beiden Regeln ersetzt werden

LK-and-left-1 LK-or-right-1
IVF=A = FA
IEANG = A = FVG,A
LK-and-left-2 LK-or-right-2
rag=A r=-aGA
IEANG = A = FVG,A

Zum Kalkiil LK gehort aulerdem noch eine sogenannte Schnittregel, auf die
wir hier allerdings nicht eingehen wollen. In dem berithmten Schnittelimina-
tionssatz kann man beweisen, dafl jeder Beweis in LK unter Benutzung der
Schnittregeln in einen Beweis ohne Schnittregel transformiert werden kann.
Da der Kalkiil LK nicht die Mengenschreibweise benutzt, braucht man noch
sogenannte strukturelle Regeln. Fiir unsere bescheidenen Zwecke brauchen
wir nur die Verdoppelungsregel:

I,F,F—A
T,F— A

Leiten Sie in dem Kalkiil LK die folgenden Sequenzen ab

1 FANG=FVG
2 FANG=FANG
3 FA-F =

5.3 Weitere Anmerkungen zur Pridikatenlo-
gik erster Ordnung

5.3.1 Andere Notationsformen

e Wechsel zwischen Prifix-, Infix-, Postfix-, Suffix-Notation
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e Attributnotation von Argumentstellen (,Objekte®)

e Anlehnungen an die natiirliche Sprache. Aktions- und Situationslogi-
ken, Conceptual Graphs

5.3.2 Metaresultate

Eine Konsequenz der Korrektheit und Vollstédndigkeit von H ist der

Satz 5.39
(Kompaktheit der PL1)

Fiir beliebige M C Fors, A € Fory, gilt:
M E A < E |= A fiir eine endliche Teilmenge E von M.

Als Spezialfall und unmittelbares Korollar ergibt sich hieraus der

Satz 5.40
(Endlichkeitssatz) Eine Menge M C Fory, hat genau dann ein Modell, wenn
jede endliche Teilmenge von M ein Modell hat.

Satz 5.41 (Nichtcharakterisierbarkeit der Endlichkeit)
Es sei ¥ eine Signatur der PL1. Dann gibt es keine Formelmenge M C Fory,
so daf3 fiir jede Interpretation (D, I) iiber X gilt:

(D, I) ist Modell von M < D ist endlich.

Beweis
Angenommen, es géibe so ein M. Es seien xg, 1, ... paarweise verschiedene
Variable, und fiir jedes n € IN, n > 1,

Ay = JxeTzy .. Fxy( /\ T = Xj).

i, <n,i<j

Offensichtlich gilt fiir jede Interpretation (D, I):

(D, 1) ist Modell von A, < #D > n.
Wir betrachten

MU{A,n€ N,n > 1}.

Jede endliche Teilmenge E dieser Menge hat ein Modell, ndmlich, wenn m
maximal ist mit A,, € E, ein beliebiges(D, I) mit #D = m + 1. Nach dem
Endlichkeitssatz miifite es also ein Modell von M U{A,|n € IN,n > 1} geben.
Das aber kann nicht sein, denn
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e M hat nach Voraussetzung genau die (D, ) mit endlichem D
o {A,|n € IN,n > 1} hat genau die (D, I) mit unendlichem D

zu Modellen.

5.3.3 Sorten

Bei der Axiomatisierung komplizierter Bereiche und Begriffe bedient man
sich mit Erfolg eines zusétzlichen syntaktischen Hilfsmittels: Man verwen-
det Sorten, um die zu betrachtenden Gegenstandsbereiche von vornherein
als aufgeteilt oder typisiert oder eben sortiert aufzufassen. Das ist schon
von einfachen Beispielen aus der Mathematik her geldufig. Etwa unterschei-
det man in der Geometrie Punkte, Geraden und Ebenen voneinander, in der
Numerik und in den Programmiersprachen werden verschiedene Zahlentypen
unterschieden: natiirliche Zahlen, ganze Zahlen, rationale, reelle Zahlen usw.;
in der linearen Algebra schlieBllich werden Skalare, Vektoren, Matrizen von-
einander abgegrenzt. In allen Féllen soll dabei eine intendierte Klassifikation
des Gegenstandsbereichs schon syntaktisch vorweggenommen werden.

Die Ausdrucksstéirke der Logik wird durch die Hinzunahme von Sorten nicht
erhoht. Eine Formel iiber einer sortierten Signatur lafit sich in eine ohne
Sorten, aber mit zusétzlichen Pradikatsymbolen, in der Weise iibersetzen,
dal die erste genau dann ein Modell hat, wenn das fiir die zweite zutrifft.
Doch kommt man bei grofleren Anwendungen wohl kaum ohne Sorten aus.
Sie zu verwenden,

e entspricht den Prinzipien des Entwurfs von Informatiksystemen;
e macht groflere Spezifikationen lesbarer (oder iiberhaupt erst lesbar);

e gestattet ein modulares Vorgehen, insbesondere beim gleichzeitigen Ar-
beiten mit verschiedenen Spezifikationen.

Beispiel 5.42
(Lineare Algebra)

Signatur:

e Die Menge der Sorten bestehe aus S (fiir Skalar) und V' (fiir Vektor),

e die Funktion + habe die Sortierung VV'V' (Vektoraddition),
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e - habe die Sortierung SVV (Skalarmultiplikation),
e Konstanten 0", a;, as, as der Sorte V und

e cine Konstante 0°.

Die lineare Unabhéngigkeit der Vektoren aj, as, as wird dann durch die For-
mel:

Vo VosVas (o3 - ay + 25 -ag + 25 -a3 = 0¥ — (27 =05 Aad = 05 Aaf = 09))
ausgedriickt.

Die Eigenschaft von aq, as, asz , ein Erzeugendensystem zu sein, wird beschrie-

ben durch:
VoV 3y 305 30 (2V = 2 - ay + 25 - ay + 25 - as).

Man kann noch ein iibriges tun, um die pradikatenlogische Notation der
iiblichen anzunédhern. Man vereinbart, dafl zwei unmittelbar hintereinander
geschriebene Terme, wovon der erste die Sorte S und der zweite die Sorte V'
besitzt, als Skalarmultiplikation gelesen werden sollen und kann den Punkt -
weglassen. Auflerdem ist die Kennzeichnung von Variablen der beiden Sorten
durch Superskripte umstéandlich. Man vereinbart griechische Buchstaben fiir
Skalare und lateinische Buchstaben fiir Vektoren zu verwenden. Dann liest
sich die Basiseigenschaft von aq, as, a3 als:

V)qV)\QV)\g()\lal + )\2&2 -+ )\3&3 = OV — ()\1 = OS N )\2 = OS N )\3 = OS>>
\V/I‘ED\lzl)\QH)\g(ZL' = )\1(11 + )\2(1,2 + )\3(1,3)

Das Beispiel zur linearen Algebra zeigt noch ein weiteres Phédnomen einer
benutzerfreundlichen Darstellung von Formeln auf. Ublicherweise wiirde man
in den obigen Formeln keinen notationellen Unterschied machen zwischen der
skalaren und der vektoriellen 0, denn schlieflich 148t sich aus dem Zusam-
menhang erkennen, was gemeint ist. Man sagt, dafl 0 ein iberladenes Symbol
ist und wir eine tberladene Notation (overloading) verwenden. In den Bei-
spielformeln kommt nur die Vektoraddition vor, kdme auch die Addition in
dem Skalarenkorper vor, so wiirden wir auch fiir 4+ eine iiberladene Notation
benutzen.

Definition 5.43
Eine ordnungssortierte Signatur 3 ist ein Tupel

Z — (SE, Sa FE, P25a2)7
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wo Sy, Fy, Py paarweise disjunkte Mengen von Symbolen sind und ferner
gilt:

1. Sy besteht aus endlich vielen Sortensymbolen;
2. < ist eine partielle Ordnung auf der Menge Sy;

3. Fy, Py, sind wie frither die Mengen der Funktions- bzw. Pradikatsym-
bole;

4. ay ist jetzt nicht mehr einfach die Stelligkeitsfunktion, sondern gibt zu
jedem Funktions- bzw. Préadikatsymbol seine Sortierung an:
ax  FyU Py — S;:
wobei ax(f) € S5, wenn f € Fy.

as(f) = Zy...Z,7" bedeutet: f ist ein Funktionssymbol fiir Funktionen, welche
n-Tupeln von Elementen der Sorten 73, ..., 7, (respective) ein Element
der Sorte Z' zuordnen.

as(p) = Zy,...,Z,bedeutet: pist gedacht zur Notation von Mengen von n-Tupeln
von Elementen respective der Sorten 7, ..., Z,. Im Falle n = 0 ist (wie

frither) p ein aussagenlogisches Atom.

Man nimmt ferner an, dafl auch die Menge der Variablen sortiert ist: Zu jedem
Z € Sy, gibt es unendlich viele Variable der Sorte Z, und fiir verschiedene
Sorten sind diese Variablenmengen disjunkt.

Definition 5.44 (Sortierte Interpretationen)
Eine Interpretation iiber der sortierten Signatur 3 = (Sy, Fy, Ps, ayx) ist ein
Paar (D, 1), wo gilt:

D ={Dy | Z € Sy} ist eine Familie nichtleerer (den Sorten Z € Sy, entspre-
chender) Mengen,

I ordnet jedem Funktions- und Pradikatsymbol eine sortengerechte Bedeu-
tung zu:

I(f): Dz, X -+~ X Dy — Dz wenn o(f) =2y -+ Z, 7'
I(p) S Dy X -+ X Dy wenn «(p) = Zy -+ Zy.

Definition 5.45 (Sortierte Terme)
Die Sortierung wird auf Terme iibertragen:

e Ist x eine Variable der Sorte Z, dann ist  Term von der Sorte Z
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e Sind tq,...,t, Terme der Sorten respective 21, ..., Z, und f ein Funk-
tionssymbol mit ay = Z; --- Z,Z', dann ist f(ty,...,t,) ein Term der
Sorte Z'.

Entsprechend geschieht die sortengerechte Definition der Formeln.

Es lassen sich nun die weiteren, bisher behandelten Begriffe der Priadikatenlogik
iibertragen, und die entsprechenden Resultate gelten. Insbesondere miissen
Substitutionen sortengerecht sein, d. h.: x und o(z) sind von derselben Sor-
te. Entsprechend ergeben sich Bedingungen fiir Homomorphismen zwischen
Interpretationen.

Man kann zusétzlich auf den Sorten eine Ordnungsrelation einfithren und
gelangt dann zu ordnungssortierten Logiken. Das ermoglicht eine flexible-
re Termbildung und Unifikation, als bei der obigen ,strikten“ Sortierung
moglich wire.

Das Arbeiten mit sortierten und ordnungssortierten Logiken hat sich in viel-
facher Weise gewinnbringend auf das automatische Beweisen ausgewirkt.

5.3.4 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 5.3.1

Sei ¥ die leere Signatur, d.h. das einzige Pradikatszeichen in Formeln A €
Fors, ist das Gleichheitszeichen =.

Zeigen Sie: Es gibt kein A € Fory, welches genau die Interpretationen (D, I)
mit unendlichem D zu Modellen hat.

Ubungsaufgabe 5.3.2

Es sei X eine Signatur der PL1, so dafl Py das zweistellige Préadikatsymbol
= enthélt. Dann gibt es kein G C Fory, so dafl = in keinem A € G auftritt
und fir alle Interpretationen (D, I) tiber ¥ gilt:

(D,I) ist Modell von G & I(=) ={(d,d)|d € D}
(d. h. I(=) ist die Gleichheit auf D).

Das heifit, wenn man die Gleichheit nicht als logisches Zeichen zur Verfiigung
hat, dann kann man sie auch nicht definieren, gleichgiiltig wie man ¥ wahlt.
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5.4 Axiomatisierung von Datentypen

Ein wichtiger Bestandteil fast jeder Anwendung deduktiver Methoden ist der
Umgang mit héufig wiederkehrenden Datenstrukturen. Das betrift sowohl
mathematische Strukturen, wie z.B. die natiirlichen, ganzen und die rellen
Zahlen oder (endliche) Mengen, als auch programmiersprachliche Stukturen
wie die ganzen Zahlen (integers) in Java, Listen, Zeichenketten (strings) oder
Felder (arrays).

5.4.1 Natiirliche Zahlen

Die Axiomatisierung der natiirlichen Zahlen von Guiseppe Peano zahlt zu
einer der bekanntesten Axiomatisierungen iiberhaupt. Er hat sie 1898 ver-
offentlicht [Pea89], wobei er auf der fritheren Veroffentlichung von Richard
Dedekind [Ded87] aufbauen konnte. Unter den vielen Variationen unter de-
nen man die Peanoschen Axiome antrifft, haben wir uns fiir die folgende
entschieden.

Definition 5.46 (Peano Arithmetik)

Die Signatur Xp,4 enthélt Konstantensymbole 0,1 fiir die natiirliche Zahl
Null und Fins und zweistellige Funktionszeichen fiir 4, * fiir Addition und
Multiplikation.

Die Peano Arithmetik PA wird durch die folgenden Axiome gegeben:
1. Vz(x +1#0)
2. VaVy(e +1=y+1—az=y)
3. Va(r + 0 =2)
4. VaVy(z + (y+1) = (z +y)+ 1)
5. Vz(x %0 =0)
6. VaVy(r * (y +1) = (zxy) + )
7. Fir jede Xpa-Formel  (¢(0) AVy(o(y) — o(y +1))) — Va(¢)

Das 7.te Peano Axiom heifit das Induktionsaxiom und ist in Wirklichkeit ein
Aziomenschema und steht fiir unendliche viele Instanzen. Die Formeln ¢(0),
&(y), &(s(y)) entstehen, indem in ¢ die freien Vorkommen der Variable x
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durch 0, y,y +1 ersetzt werden. Eventuell in der Gesamtformeln vorkommen-
de freie Variable sind universell quantifiziert. Diese Quantoren wurden der
einfacheren Lesbarkeit wegen weggelassen. Fiir die Formel 9 =z + 2= z+x
lautet z.B. die Instanziierung des Induktionsschemas voll ausgeschrieben:

Vz((042 = 24+0AYy(y+2z = 2+y — (y+1)+2 = z+(y+1))) — Va(z+z = z+x))

Das Bestreben Peanos und seiner Zeitgenossen war einen mathematischen
Gegenstand durch moglichst wenige Axiome moglichst vollsténdig zu erfas-
sen. Im vorliegenden Fall sollten also alle uns bekannten Eigenschaften der
natiirlichen Zahlen sich aus den 6 Axiomen plus Induktionsschema herleiten
lassen. Versuchen wir das doch einmal. Es sollte 1 # 0 gelten. Die Axiome 1
und 3 bieten sich dafiir an. Leider liefert die Instanziierung der Allquantoren
mit 0 in Axiom 1 die Ungleichung 0+ 1 # 0, in Axiom 3 aber 1+0 = 0. Von
der Kommunikativitdt der Addition steht aber nichts in den Axiomen. Man
muf} also zusétzlich Va(xr 4+ 0 = 0 + ) ableiten.

Lemma 5.47
Die folgenden Formeln sind aus PA ableitbar.

L. Vu(w+0=0+w)
2. 041

Beweise Wir wollen fiirs erste die nachfolgenden Beweise besonders aus-
fithrlich erklaren.

ad 1 Hier ist Induktion nach w angesagt. Der Induktionsanfang ist 0 + 0 =
0 4+ 0 was nach Axiom 3 dquivalent ist zu der universellen Gleichheit 0 = 0.

Im Induktionsschritt konnen wir w + 0 = 0 + w annehmen und miissen
(w+1)+0=0+ (w+ 1) zeigen:

(w+1)4+0 = w+1 Axiom 3 von links nach rechts
mit x ~ (w+ 1)

= (w+0)+1 Axiom 3 von rechts nach links

mit z ~ w

= 04+w)+1 Induktionsvoraussetzung

= 0+ (w+1) Axiom 4 von rechts nach links

mit z ~ 0,y ~ w

ad 2 Nach Axiom 3 gilt fiir die Instantiierung = ~ 1 die Gleichung 1 +
0 = 1. Mit Teil 1 des Lemmas folgt 0 +1 = 1. Aus Axiom 1 folgt mit
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der Instanziierung x ~» 0 die Ungleichung 0 + 1 # 0. Insgesamt also, wie
gewiinscht, 1 # 0.

Eine weitere fast selbstverstandliche Eigenschaft der Addition ist die Asso-
ziativitat, die im nichsten Lemma bewiesen wird.

Lemma 5.48
Die Assoziativitat der Addition

VuvoVw((u +v) +w =u+ (v + w))

ist aus PA ableitbar.

Beweis Wir fiithren Induktion nach der Variablen w. Im Induktionsanfang
ist also (u+v)4+0 = u+ (v+0) zu zeigen. Wendet man auf der linken Seite
Axiom 3 an mit z instantiiert zu w + v und auf der rechten Seite ebenfalls
Axiom 3 aber mit x instantiiert zu v so erhilt man v + v = u + v, wie
gewiinscht.

Im Induktionsschritt kénnen wir (u + v) + w = u + (v + w) annehmen und
miissen (u 4+ v) + (w+ 1) =u+ (v+ (w+ 1)) zeigen. Das geht so

(u+v)+(w+1) = (u+v)+w)+1 Axiom 4 von links nach rechts
mit z ~ (u+v),y~ w

= (u+(w+w))+1 Induktionsvoraussetzung

= (u+ ((v+w)+1) Axiom 4 von rechts nach links

mit x ~ u,y ~ v+ w
= (u+ (v+ (w+1)) Axiom 4 von rechts nach links
mit z ~ v,y ~ w

Die gegebenen Beispielableitungen und die in den Ubungsaufgaben folgen-
den dienen dazu dem Leser das Konzept der logischen Ableitung greifbar
verstandlich zu machen. Inbesondere die spezielle Beweistechnik der Induk-
tion in den natiirlichen Zahlen. Fiir praktische Zweckewird man versuchen
vollautomatische oder interaktive Theorembeweiser einzusetzen. Das mathe-
matische Ideal mit moglichst wenigen Axiomen auszukommen macht fiir
Theorembeweiser keinen Sinn. Hier méchte man eine moglichst geschickte,
nicht zu kleine Auswahl von Axiomen zur Verfiigung haben. Fiir die Theo-
rie der ganzen Zahlen wollte man z.B., auf jeden Fall die Assoziativitdt und
Kommutativitéit unter den Axiomen haben. Die Existenz eines 6konomischen
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Axiomensystems spielt dennoch ein Rolle, namlich die folgende. Ein Theo-
rembeweiser fiir die natiirlichen Zahlen benutze das Axiomensystem Az,
das vieleicht aus mehreren Hundert Formeln besteht. Es ist absolut notwen-
dig sicher zu stellen, daf§ Az, widerspruchsfrei ist. Ansonsten kénnte man
jede Formeln aus Ay, ableiten und der Theorembeweiser wire nutzlos. Jetzt
bietet sich an einmal nachzuweisen, daf alle Formeln in Az, aus PA ab-
leitbar sind. Die Widerspruchsfreiheit von Az, wird somit auf die von PA
zuriickgefiihrt. Das ist wesentlich iibersichtlicher.

Ein viel wichtigere Frage ist, ob es nicht etwas Besseres gibt als eine Axio-
matisierung in Logik erster Stufe. Algorithmen fiir die logische Ableitung
sind schlieBlich duflerst komplex. Gibt es nicht einen einfacheren Algorith-
mus, der es erlaubt festzustellen, ob eine vorgegebene Formel in der Struktur
N = (N,+,%,0,1) der natiirlichen Zahlen wahr ist oder falsch. Mit ande-
ren Worten, ist dieses Problem entscheidbar? oder in rekursionstheoretischer
Terminologie: Ist die Menge Th(N') der in N' wahren Formeln rekursiv? In
[EFTO07, Kapitel X] wird gezeigt, dafl die Antwort nein ist. Die Situation
ist sogar viel schlimmer, die Menge Th(N) ist noch nicht einmal rekursiv
aufzahlbar.

Die Aussage, dal Th(N') nicht axiomatisierbar ist, wird iiblicherweise der
1.Godelsche Unvollstiandigkeitssatz genannt. Er wurde zuerst in [G631] ver-
offentlicht. Der Beweis in [EFTO07] ist aber wesentlich zugénglicher. Die Au-
toren zeigen, dafl sich das notorische Halteproblem fiir while Programme
auf die Entscheidbarkeit von Th(N') reduzieren 148t. Der letzte Schritt, dafl
Th(N) noch nicht einmal rekursiv aufzihlbar ist, ist ebenfalls nicht iiberméBig
schwierig. Es gilt namlich: Ist T' eine vollstdndige, nicht rekursive Menge
von Formeln der Préadikatenlogik erster Stufe, dann ist T nicht rekursiv
aufzdhlbar. Dabei heifit T vollstindig, wenn fiir jede Formel ¢ entweder
¢ € T oder ~¢ € T. Der Godelsche Beweisansatz hat aber den Vorteil,
daf sich mit ihm auch die wesentlich allgemeinere Aussage des 2.Godelsche
Unvollstandigkeitssatzes zeigen 148t.

Da Th(N') nicht rekursiv aufzihlbar ist, aber die Menge aller logischen Fol-
gerungen aus dem Axiomensystem P A rekursiv auszéhlbar ist, folgt, dafl es
einen wahren Satz geben muf}; der aus PA nicht abgeleitet werden kann. Die
Axiomatisierung P A ist unvollstandig.

Wir wollen einige Uberlegungen zur Tragweite dieses Resultats anstellen.
Gibt es ein Beispiel fiir einen wahren Satz, der aus P A nicht ableitbar ist? Der
in [EFT07] gewéhlte Zugang ist zu abstrakt dazu. In [G631] wird tatséchlich
ein Beispiel konstruiert, eine Kodierung einer Diagonalisierungsausage von
der Form ich bin nicht ableitbar. In [PH77] wird gezeigt, daf eine gewisse
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wahre kombinatorische Eigenschaft aus der Familie der Ramsey Sétze aus PA
nicht ableitbar ist. Nach heutiger Erkenntnis zeigt sich die Unvollstdndigkeit
des Peanoschen Axiomensystems PA nur in sehr konstruierten Beispielen.
Fiir konkrete Anwendungen, wie sie z.B. in der Programmverifikation auf-
treten, spielt sie keine Rolle. Hier fallen die praktischen Beschrankungen viel
mehr ins Gewicht. Ein automatisches Beweissystem findet einen tatséchlich
existierenden Beweis nicht immer, z.B. weil die eingestellte Suchstrategie in
die Irre lauft, oder bei Induktionsbeweisen nicht die richtigte Induktionsbe-
hauptung gefunden wird.

5.4.2 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 5.4.1
Zeigen Sie, dafl die folgenden Formeln aus PA ableitbar sind

1. Ve(z+1=1+=x)

2. VaVy(e +y =y +x)

Neben den Axiomen aus Definition 5.46 konnen Sie natiirlich auch die For-
meln aus Lemma 5.48 benutzen.

Ubungsaufgabe 5.4.2

Bisher haben wir die Ordnungsrelation auf den natiirlichen Zahlen nicht be-
trachtet. Das wollen wir in dieser Ubungsaufgabe nachholen. Dazu wird das
Vokabular ¥p, erweitert um das zweistellige Relationszeichen <. Der Deut-
lichkeit halber bezeichnen wir das neue Vokabular mit X p4<). Zu den Axio-
men PA kommt noch die Definition der neuen Relation hinzu

VaVy(x <y <> J2(z + 2 =vy))

Das erweiterte Axiomensystem soll mit PA(<) bezeichnet werden. Zeigen
Sie, dafl die folgenden Formeln aus PA(<) ableitbar sind.

1. VaVyVz(zr <yANy<z—x < 2)
2. VaVyVu(z +u =y +u — z =vy)
3. VuYv(u+v=0—u=0Av=0)

4. VaVy(r <yAy<ax—x=y)

205



Ubungsaufgabe 5.4.3
Zeigen Sie, dafl die folgenden Formeln aus PA ableitbar sind

1. V(0 x 2z = 0)

3. Va(lxx =x)

Ubungsaufgabe 5.4.4
Zeigen Sie, dafl die folgenden Formeln aus PA ableitbar sind

L VaVyVz(z x (y +2) =z %y + @ * 2)
2. VaVyVz((x xy)x 2z =x % (y * 2))

Ubungsaufgabe 5.4.5
Zeigen Sie, dafl die folgenden Formeln aus PA ableitbar sind

L VaVy((z + 1) xy =z *xy+vy)

2. VaVy(zxy =y *x)
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5.5 Anwendung (Zusatzstoff)

5.5.1 Verifikation eines Schaltkreises

o
oo
on

DTYPH ,}, DTYPH 1, A DTYPH 4,

reset
o]

Abbildung 5.4: 3-Bit-Ring-Zahler

Abbildung 5.4 zeigt einen Schaltkreis fiir einen 3-Bit Ring Zé&hler. An den
Ausgéngen a, b, ¢ sollen in aufeinanderfolgenden Taktzeitpunkten die Werte-
tripel 000, 001, 011, 111, 110, 100, 000 usw. auftreten, wenn kein reset erfolgt.
Die abgebildete Schaltung ist aus der Arbeit [SGS*92] entnommen. Dort wird
die Schaltung in der Hardwarebeschreibungssprache FUNNEL beschrieben
und zur logischen Herleitung das auf ordnungssortierter Algebra basierende
Beweissystem 20BJ benutzt. Wir wollen in diesem Abschnitt vorfithren, wie
Darstellung und Inferenz direkt in der Pradikatenlogik aussehen.

Das Schaltelement DTY PE(d, reset, q, qb) hat vier Ein/Ausgénge, deren Abhéngigkeiten
durch die folgenden Formeln definiert ist:

Der Quantor V¢ soll dabei iiber alle Zeitpunkte laufen und next(t) bezeichnet
den néchsten Zeitpunkt nach ¢. In dem 3-Bit Zahler kommen die folgenden
Instanzen dieses Schaltelements vor:

DTY PE(b,reset, a,ab)
DTY PE(c,reset,a,bb)
DTY PE(dc,reset, c, cb)

was zur folgenden préadikatenlogischen Beschreibung fiihrt:

Vit(a(next(t)) <> b(t) A —reset(t))
Vi(ab(t) < —(a(t)))
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Vt(gb(t) <> —(q(t)))

Die Eigenschaften der Schaltung, die man durch formale Ableitung aus den
Axiomen verifzieren mochte, sind:

Vit(reset(t) — —a(next(t)) A —b(next(t)) A —~c(next(t)))
( (();;’eset( ) A —a(t) A =b(t) A —e(t) — —a(next(t)) A —b(next(t)) A
c(next(t

Vi(—reset(t)A—a(t)A—b(t)Ac(t) — —a(next(t))Ab(next(t))Ac(next(t)))
t(—reset(t) A—a(t) Nb(t) Ae(t) — a(next(t)) ANb(next(t)) Ac(next(t)))
t(—reset(t) Na(t) Nb(t) Ae(t) — a(next(t)) Ab(next(t)) A —c(next(t)))
E E g (1))

t(—reset(t)Na(t)Ab(t)A=c(t) — a(next(t))A—b(next(t)) A—c(next(t

< CC L

5.5.2 Anwendung in der Mathematik

Mathematische Probleme eignen sich besonders gut als Testprobleme fiir au-
tomatische Beweiser: sie sind schon in einer abstrakten Formulierung ge-
geben und koénnen leicht und direkt durch pradikatenlogische Formeln ko-
diert werden. Die in anderen Situationen erforderliche Formalisierung des
Anwendungsbereichs wurde durch die jahrtausende lange Entwicklungsge-
schichte der Mathematik bereits vorweggenommen. Deswegen war es von
den Anfingen an sehr beliebt automatischen Beweiser mit mathematischen
Problemen zu fiittern. Am Anfang konnten die Programme nur Beweise,
die schon lange bekannt und meist trivial waren, nachvollziehen. Allméhlich
konnten Maschinen auch mathematische Fragen beantworten, auf die noch
kein Mensch bisher eine Antwort gefunden hatte. Die Entgegnung, es handele
sich dabei um Fragen, fiir die sich kein Mathematiker je ernsthaft interessiert
habe, war in den Anfangsjahren nicht ganz unbegriindet. Das dnderte sich
aber spéitestens am 10. Dezember 1996 als den Lesern der New York Times
auf der Titelseite ein ungewohnliche Schlagzeile in die Augen sprang. Die ma-
thematische Vermutung, dafl jede Robbins Algebra eine Boole’sche Algebra
ist wurde von einer Maschine bewiesen. Uber 60 Jahre lang hatten sich auch
namhafte Mathematiker daran die Zahne ausgebissen, jetzt war die Losung
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in einer gemeinsamen Anstrengung der beiden automatischen Beweiser Otter
und EQP an den Argonne National Laboratories gefunden worden, [McC96].
Wir wollen uns mit diesem Problem und seine Losung etwas ausfiihrlicher
beschéftigen.

Definition 5.49

Eine Algebra mit einer einstelligen Funktion — und einer zweistelligen Funk-
tion V heiflt eine Robbins Algebra, wenn sie die folgenden Axiome erfiillt

Rl zvVy=yVzx
R2 (zVy)Vz=2zV(yVz)

R3 —[=(zVy)V(zV-y)]=2z

Die Beschiftigung mit diesem Axiomensystem war motiviert durch vorange-
gangene Arbeiten von E. Huntington. Er hatten in seinen Arbeiten [Hun33b]
und [Hun33a] nachgewiesen, da§ die Formeln H1 - H3 eine Axiomatisierung
der Klasse der Boole’schen Algebren liefern

Hl zvy=yVzx

H2 (zVvVy)Vz=zV(yV=2)

H3 - (—zVy)Va(-zV-y =z

Der Versuch Axiom H3 durch das doch sehr &hnlich aussehende R3 zu
ersetzen wird Herbert Robbins zugeschrieben. Einem weiteren Publikum
wurde die Robbinsche Vermutung, da die Axiome R1 bis R3 ein Axio-

mensystem fiir die Boole’schen Algebren liefern, durch die Veroffentlichung
in [HMT71][p. 245].

Einige erste Schritte zum Beweis dieser Vermutung sind einfach. Jede Boo-
le’sche Algebra erfiillt offensichtlich die Robbinschen Axiome. Die interessan-
te Frage ist also: ist jede Robbins Algebra eine Boole’sche Algebra?

Lemma 5.50

In jeder Robbins Algebra gilt

Vrdz(—z = x)
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Beweis: Zu einem gegebenen x wéhle man z = =(z V x) V =(z V =zx). Die
Behauptung folgt jetzt mit Axiom R3.

Die zunéchst erzielten Resultate, damit meine ich die vor der Losung erziel-
ten, waren typischerweise von der Form

wenn eine Robbins Algebra eine zusétzliche Bedingung B erfiillt,
dann ist sie schon eine Boolesche Algebra.

Hier sind zwei Beispiel nach diesem Muster.

Lemma 5.51
ist in einer Robbins Algebra die Formel
Ve,ymx =~y >z =1y

wahr, dann ist sie eine Boolesche Algebra.

Beweis: Ersetzt man x durch —z in R3, so erhélt man
~( v y) V(v )] = e
Aus der Voraussetzung des Lemmas folgt daraus
[H(mzVy)Vo(mz Vg =

Das ist aber genau das Huntingtonsche Axiom H3.

Satz 5.52

Jede endliche Robbins Algebra ist eine Boolesche Algebra.

Beweis: Nach Lemma 5.50 ist die Funktion f(z) = - in jeder Robbins
Algebra surjektiv. Ist die Algebra endlich, dann ist F' sogar injektiv. Also ist
die Vorausseztung von Lemma 5.51 erfiillt.

Das néchste Lemma ist eine Spur komlizierter zu beweisen. Er wurde zuerst
von dem Theorembeweiser Otter gefunden. Die kommentierten Otterbeweise
sind in [Win90], fiir den menschlichen Leser kaum nachvollziehbar, enthalten.
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Lemma 5.53

Falls es in einer Robbins Algebra R ein Element a gibt, so dafl
Ve(aV =)

gilt, dann ist R eine Boolesche Algebra.

Beweis: Wir erwidhnen Anwendungen der Kommutativitdt und Assoziati-
vitéit nicht.

Wir zeigen zunéchst, daf in R gilt
Vo (—(-x V —-—x) = a) (5.1)

Wir substituieren dazu in dem Robbinschen Axiom R3 a fiir x und « fiir y,
das ergibt
—(=(aVz)Va(-xVa))=a

Durch zweimalige Anwendung der Voraussetzung entsteht direkt 5.1. Néchstes
Teilziel ist die Gleichung

Ve——=(z V ——x) = - (5.2)

Um das einzusehen substituieren wir in R3 wieder x fiir y, aber diesmal ——z
fiir x:

Auf der linken Seite kénnen wir die zweite Disjunktion nach 5.1 durch a
ersetzen und erhalten

woraus mit der vorausgesetzten Eigenschaft von a jetzt sofort 5.2 folgt. Das
nédchste Etappenziel ist
Ve———x = - (5.3)

Wir beginnen wieder mir R3 und nehmen diesmal die Ersetzungen = = —x
und y = ——z vor:

Wegen 5.1 kénnen wir die erste Disjunktion durch a ersetzen:

211



Nach Eigenschaft von a folgt

Benutzen wir 5.2 mit —x substituiert fiir z, so ergibt sich 5.3. Wir behaupten,
dal dann auch

Ve-—=ux (5.4)

Ist ndmlich ein beliebiges x gegeben, so besorge man sich nach Lemma 5.50
ein y mit -y = x. Damit ist die rechte Seite von 5.4 jetzt =——y nach 5.3 gleich
—y und damit auch gleich x. Das Gesamtergebnis folgt jetzt unmittelbar aus
Ubungsaufgabe 5.1.5.

Lemma 5.54

Wenn eine der beiden folgenden Bedingungen in einer Robbins Algebra
erfiillt sind, dann ist sie schon eine Boolesche Algebra.

1. Jz(~(z Vz) = —2)
2. 3z, y(~(zVy) = )

Das Lemma wurde ebenfalls in [Win90] mit Unterstiitzung durch das auto-
matische Beweissytem Otter. Der Beweis der Robbinschen Vermutung gelang,
in dem der Gleichungsbeweiser EQP die zweite Bedingung des Lemmas aus
den Axiomen herleitete.

Weitere Teilergebnisse wurden berichtet in [Win92].

Eine umfangreiche Liste mathematischer Theoreme, die am Argonne Natio-
nal Laboratory mit Hilfe automatischer Beweiser gezeigt wurden findet man
auf einer speziellen Webseite.

5.5.3 Semantische Technologien

Das Ziel Semantischer Technologien (engl. semantic technologies) ist es elek-
tronische Informationen, wie sie z.B. im world wide web aber auch in firmenei-
genen Netzen (intranets) prasent sind, genauer zu beschreiben. Eine genauere
Beschreibung soll das Auffinden von Informationen, die Zusammenfiihrung
von Informationen aus unterschiedlichen Quellen erleichtern und die Erschlie-
Bung impliziten Wissens ermoglichen. Bekannt geworden ist dieses Thema
unter dem Stichwort semantic web. Da aber inzwischen die Skepsis wéchst,

212



ob die anvisierten Ziele im weltweiten Netz erreichbar sind und sich zudem
auch andere Anwendungsfelder auftun, benutzen wir lieber die weniger ein-
geschrinkte Bezeichnung semantische Technologien.

Ein zentraler Bestandteil semantischer Technologien ist die 2004 vom W3C
(World Wide Web Consortium) standardisierte Wissensrepréisentationssprache
OWL. Das Akronym OWL steht dabei, etwas verdreht fiir web ontology lan-
guage. Genauer besehen gibt es drei Varianten von OWL: OWL Full, OWL
DL und OWL Lite. Wir konzentrieren uns hier auf OWL DL. Die umfang-
reichere Sprache OWL Full ist erstens nicht entscheidbar und wirft noch
ungeklérte Probleme in ihrer Semantik auf. OWL DL kann interpretiert wer-
den als eine entscheidbare Teilmenge der Prédikatenlogik erster Stufe. Bevor
wir den gesamten Sprachumfang von OWL DL betrachten, schauen wir uns
den einfachsten, aber schon typischen Kern davon an. In der Forschung wird
diese Sprache mit ALC bezeichnet. Die Grundbegriffe dabei sind

1. Konzepte, darunter kann man sich in erster Naherung Mengen oder
einstellige Priadikate vorstellen,

2. Rollen, das sind im Wesentlichen binére Relationen und

3. Konstanten, die Objekte, oder wie man in diesem Zusammenhang sagt,
Ressourcen bezeichnen.

Die volle Version von OWL DL, in der Forschung mit SHOZQ(D) bezeich-
net, wird spéter erklart.

Definition 5.55 (ALC-Ausdriicke)

Zu einem vorgegebenen Vokabular V' = CURUN, von Konzepten C, Rollen
R und Konstanten N definieren wir die Menge der ALC-Konzeptausdriicke

1. jedes Konzeptsymbol C aus C ist ein ALC-Konzeptausdruck,
2. T und L sind ALC-Konzeptausdriicke,

3. sind (1, ..., C, ALC-Konzeptausdriicke, dann sind auch C;M...MCy,
CiU...UCy und -Cy ALC-Konzeptausdriicke,

4. ist C ein ALC-Konzeptausdruck, R ein Rollensymbol aus R, dann sind
auch 3R.C und VR.C' ALC-Konzeptausdriicke.

ALC-Aussagen werden durch die beiden folgenden Regeln definiert.
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5. ist C ein Konzeptausdruck und ¢ € N eine Konstante, dann ist C(c)
eine ALC-Aussage,

6. ist R ein Rollensymbol und sind c¢;,co € N Konstanten, dann ist

R(cq, ¢o) eine ALC-Aussage,

Beispiel 5.56
Fiir dieses Beispiel benutzen wir Begriffe, die in einem juristischen Informa-
tionssystems relevant sein konnten.

1. C={U,E,AE}.
Die Buchstaben stehen als Abkiirzungen:
U fiir  Urteil
E  fir Einspruch
AFE fiir abgelehnten Einspruch

2. R={R,S}.
Die Buchstaben stehen als Abkiirzungen:
R fiir ist Revision von
S fiir ist Einspruch zu

3. N = {A25.56, Az2020, E0417}.

Beispiel eines ALC-Konzeptausdrucks
Cy =UNdR.UNVS.AE

Intuitiv steht das Konzept C] fiir alle Ureile, die Urteile zu einem Revisions-
verfahren sind, zu denen alle Einspriiche abgelehnt wurden.

Der ALC-Ausdruck C1(Az5.56) soll sagen, daB es sich bei der durch Az5.56
bezeichneten Ressource um ein Urteil handelt, das die an C gestellten Fil-
terbedingungen erfiillt.

Der ALC-Ausdruck R(Az5.56, Az2020) soll sagen, dafl Urteil Az5.56 ein Re-
sisionsurteil zu A2202 ist und S(Az5.56, £0417) besagt, da die durch £F0417
bezeichnete Ressource ein Einspruch gegen das Urteil A25.56 ist.

Man sieht, daf in ALC auf die Benutzung von Variablen verzichtet wird. In
dem Ausdruck IR.C wird nicht gesagt es gibt eine Rolle. Das wiirde auch kei-
nen Sinn machen, da R fiir einen im Vokabular festgelegten Rollenbezeichner
steht. Der Ausdruck JR.C kann vielmehr in natiirlicher Sprache umschrie-
ben werden als es gibt einen Rollenfiller fir die Rolle R der ein Element des
Konzeptes C' ist.
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Wir geben eine prézise Semantikdefinition fiir ALC-Konzepte und - Ausdriicke,
indem wir sie in préadikatenlogische Formeln iibersetzen. Wir iibernehmen da-
bei das Vokabular V' unveréndert. Nur fassen wir jetzt die Symbole in C als
einstellige, die in R als zweistellige Pridikatszeichen auf, wiahrend die Zeichen
in N direkt als Konstantensymbole auftreten.

Bei der Transformation in Pridikatenlogik wird die unterdriickte Variable
explizit. Jedem ALC-Konzeptausdruck C' ordnen wir eine priadikatenlogische
Formel C°(x) zu, welche genau die freie Variable = enthélt.

C (ALC — Konzeptausdruck) | CY(z) (pridikatenlogische Formel)
CecC C(z)

T 1

1L 0

Cl ( 02 Cl(l’) N CQ(.T)

CrUCy Ci(x) vV Cy(x)

-C -C(x)

SRC 3y(R(z,5) A Cy/))

VR.C Vy(R(z,y) = C°(y/))

A (ALC — Aussage) A% (pridikatenlogische Formel)
Clc) C%c)

R(c,d) R(c,d)

Im Unterschied zum Vorgehen in der Priadikatenlogik wird bei den meisten
Konzeptlogiken angenommen, daf verschiedene Konstantensymbole auch ver-
schiedene Objekte bezeichnen. Zu der Ubersetzung eines ALC-Konzeptausdrucks
C' mufl man also noch die Ungleichungen —(c; = ¢3) fiir je zwei verschiedene
Konstantensymbole ¢y, c; € N hinzunehmen.

Definition 5.57 (SHOZQ-Ausdriicke)

Zu einem vorgegebenen Vokabular V' = C U R U N, von Konzepten C,
Rollen R und Konstanten IN definieren wir:

1. die Menge der SHOZ Q-Konzeptausdriicke

(a) jedes Konzeptsymbol C aus C ist ein SHOZ Q-Konzeptausdruck,
(b) T und L sind SHOZQ-Konzeptausdriicke,

(c) sind C4, ..., C, SHOZQ-Konzeptausdriicke, dann sind auch
Cim...MCg, CiU...UuC, und =Cy SHOZQ-Konzeptausdriicke,

(d) sindeq,...,c,in N, dannist {cy, ..., ¢, } ein SHOZ Q-Konzeptausdruck,
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(e) ist C' ein SHOZQ-Konzeptausdruck, R ein SHOZ Q-Rollenausdruck,
dann sind auch dR.C und VR.C' SHOZ 9Q-Konzeptausdriicke.

(f) ist C ein SHOZQ-Konzeptausdruck, R € R ein einfaches Rollen-
symbol, dann sind auch < nR.C' und > nR.C' SHOZ Q-Konzeptausdriicke.

2. die Menge der SHOZQ-Rollenausdriicke

(a) jedes R € R ist ein SHOZQ-Rollenausdruck,
(b) fiir jedes R € R ist R~ ein SHOZQ-Rollenausdruck,

3. die Menge der SHOZ Q-Aussagen

(a) fiir ¢1,¢o € N sind ¢; = ¢ und ¢1 # o SHOZQ-Aussagen,

(b) sind ¢1,¢c2 € N und ist R ein SHOZQ-Rollenausdruck, dann ist
R(cq, c2) eine SHOZ Q-Aussage,

(c) sind C4,Cy SHOZQ-Konzeptausdriicke, dann ist C; C Cy eine
SHOILQ-Aussage,

(d) fir Ry, Ry € Rist Ry C Ry eine SHOZ Q-Aussage,
(e) fir R € R ist trans(R) eine SHOZQ-Aussage.
(f) fir R € R sind func(R) und inv func(R) SHOZQ-Aussagne.

Dabei heifit ein Rollensymbol R einfach, wenn es nicht durch die Aussagen
trans(R) als transitiv erklart wurde und das auch auch fiir keine Unterrolle

R' C R der Fall ist.

Die Semantik von SHOZQ geben wir wieder durch Ubersetzung in die
Pradikatenlogik, wobei in der folgenden Tabelle nur die neu hinzugekom-
menen Konstrukte aufgefiihrt sind.

C (SHOIZQ — Konzeptausdruck) | C°(z) (pridikatenlogische Formel)
{c1,...,¢n} r=cV...Vr=c,

<nR.C I=ry(R(z,y) A CO(y/x))

>nR.C Fry(R(z, y) A COy/x))

R (SHOIQ — Rollenausdruck) | R°(x) (pridikatenlogische Formel)
ReR R(z,y)

R™ R(y, x)

A (ALC — Aussage) AY  (prédikatenlogische Formel)
C1 C Oy Vz(CY(z) — CY(x))

R C Ry Vavy (R} (v,y) — Ry(7,y))
trans(R) VaVyVz(R(x,y) A R(y, z) — R(x, 2))
func(R) VaVyVz(R(x,y) A R(x, z) = y = z)
inv func(R)) VaVyVz(R(y,z) A R(z,x) =y = 2)
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Dabei wurde die folgenden Abkiirzungen benutzt:

=g F(z) <« ... Elxn(/\1§i<j§n x; # xj ANV (F(x) — Vlgignx = 1))
SR < 3Ary 3w (N ciejan T # 15 A F(24)

Das bisher gesagte gibt zwar den logischen Kern des mit dem Schlagwort
semantic web beschriebenen Gebiets wieder. Es bleibt aber eine Menge von
Details ungesagt, z.B. eine genaue Beschreibung des aktuellen Zustands der
Standardisierungen des World Wide Web Consortiums W3C, eine genauere
Darstellung des Zusammenhang der hier skizzierten Logiken mit XML und
RDF (Resource Description Framework), Algorithmen fiir Entscheidungs-
verfahren fiir ALC und SHOZQ und schlieBlich ein Uberblick iiber die
verfiighbaren Implementierungen. Hinweise zu diesen Themen finden man z.B.

in den beiden Lehrbiichern [AvH04] und [HKRSO08].

Auf einen Aspekt allerdings soll hier doch noch kurz eingegangen werden.
Woher das Vokabular einer pradikatenlogischen Sprache kommt ist fiir die
Behandlung der logischen Eigenschaften absolut unerheblich. In der Praxis
dagegen und fiir Unterstiitzungswerkzeuge ist das ein sehr entscheidender
Punkt. In Kapitel 7?7 wird die Spezifikationssprache OCL eingefiihrt. Das
Vokabular, aus dem OCL Ausdriicke aufgebaut werden, stammt aus dem
beteiligten UML Diagramm und der OCL Bibliothek. Fiir die semantischen
Technologien ist die Festlegung eines Vokabular eine der groflen Herausforde-
rungen, schliellich sollten die Annotationen im gesamten World Wide Web
gelesen und vielleicht auch verstanden werden konnen. Die Beispiele von
OWL Ausdriicken, die wir bisher gezeigt haben sind in abstrakter Syntax
geschrieben. Fiir den elektronischen Austausch wird RDF Syntax benutzt,
die wiederum von der XML Syntax abgeleitet ist. Daher beginnt ein Doku-
ment, das eine OLW Ontologie enthélt mit einer Deklaration der benutzen
Namensrdume (engl. name spaces), wie in XML durch die Angabe von URI
Uniform Resource Identifier. Die Grundidee dahinter ist, Vokabulare im Netz
zu verdffentlichen, vielleicht sogar mit einigen Erklarungen zur intendierten
Bedeutung, und darauf zu hoffen, daf§ eine einheitliche Benutzung iiber einen
moglichst groflen Personenkreis sich einstellt.

Wir betrachten hier das beliebte Beispielvokabular FOAF (Friend of a Fri-
end). Das FOAF Vokabular stellt Ausdrucksmittel bereit, um Dinge zu be-
schreiben die Menschen auf ihre home pages stellen. Genauere Informationen
finden man unter http://xmlns.com/foaf/spec/. In abstrakter Notation
betrachten wir die Aussagen

(Person M dname.{Dan Brickley} M 3Jhomepage.{hpl})(pl)

und die Klassendefinition

217



ProfileDokument = T M Imaker.{pl} M IprimaryTopic.{pl}

Dabei sind Person, ProfileDokument Konzeptsymbole, name, homepage
maker primatyTopic Rollenbezeichner und pl, hpl und Dan Brickley Na-
men. Hier sind wir etwas grofziigig. Genauer ist Dan Brickley ein Literal
im Datentyp Zeichenkette und hpl eine URI. Wir die beiden Ausdriicke in
RDF Notation aussehen ist in Abbildung 5.5 zu sehen.

<rdf :RDF
xmlns:rdf="http://www.w3.org/1999/02/22-rdf -syntax-ns#"
xmlns:foaf="http://xmlns.com/foaf/0.1/"
xmlns:rdfs="http://www.w3.0rg/2000/01/rdf-schema#">

<foaf:Person rdf:nodeID="pl">
<foaf :name>Dan Brickley</foaf:name>
<foaf :homepage
rdf :resource="http://rdfweb.org/people/danbri/"/>
</foaf :Person>

<foaf:PersonalProfileDocument rdf:about="">
<foaf :maker rdf:nodeID="p1"/>
<foaf:primaryTopic rdf:nodeID="p1"/>
</foaf :PersonalProfileDocument>

</rdf :RDF>

Abbildung 5.5: RDF Dokument zum FOAF Vokabular

In Zeile 3 wird das eben genannte Vokabular importiert. Die anderen vor-
kommenden Rollen, nodeld und resource about stammen aus den in den in
Zeile 2 und 4 deklarierten Namensraumen.

Es bleibt abzuwarten, ob oder mit welchen Anderungen dieses Vorgehen er-
folgreich sein wird. Hier ein kritisches Zitat aus [DJKO04]

Allerdings zeigt die Erfahrung, dafl es organisatorisch und po-
litisch nahezu aussichtslos ist eine Ubereinkunft hinsichtlich ei-
nes global giiltigen Vokabulars zu etablieren, auf das alle Kom-
munikationspartner zuriickgreifen. Um die Anfordung der losen
Kopplung aus der Service-orientierten Architektur (SOA) nicht
aufgeben zu miissen, wird daher ein Konzept benétigt, mit dem
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es moglich ist, eigensténdig lokal definierte Vokabulare gegenein-
ander abgleichen zu kénnen.

5.5.4 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 5.5.1

In dem Lehrbuch [TZ71, Seite 20] sind, unter vielen anderen, die folgen-
den Gleichungen aus der elementaren Mengenlehre als Ubungsaufgaben auf-
gefiihrt

1 AN(B\C) = (ANB)\(ANC)

2 AN(B\C) = (AnB)\C

3 AU(B\C) = (AUB)\(C\A)

4 AU(B\C) = (AUB)\ ((ANB)\C)

Hierbei steht A \ B fiir die mengentheoretische Differenz von A und B, d.h.
A\B={a€ A|a¢ B}.

Formalisieren Sie die vier mengentheoretische Gleichungen als Formeln der
Logik erster Stufe und beweisen Sie deren Giiltigkeit mit einem automati-
schen Theorembeweiser, z.B. mit dem KeY-Beweiser.

Achtung! eine der Gleichungen ist nicht korrekt.

Ubungsaufgabe 5.5.2

Die folgenden Informationen stammen aus [GA02].

Die Boolesche Algebra ist die Theorie der Mengen. Mengen kann man als
einstellige Relationen auffassen. Gibt es auch eine Theorie der zweistelligen,
der bindren Relationen? Der erste der dazu einen Beitrag veroffentlichte war
de Morgan [dM64]. Einen ersten Hohepunkte erreichte die Theorie durch das
649 Seiten starke Buch von E.Schroder [Sch95]. Alfred Tarski stellte dann
in [Tar41] den Versuch einer Axiomatisierung vor. Wir stellen die Axiome in
der Form vor, wie sie in [CT51] verdffentlicht wurden. Dazu betrachten wir
eine beliebige Menge M und definieren fiir bindre Relationen a,b auf M die
folgenden Operationen

(aVvb)(z,y) < a(x,y) oder b(z,y)

(aNb)(x,y) < a(z,y) und b(z,y)

(ma)(z,y) < nicht a(z,y)

(a;0)(x,y) < esgibt z mit a(z, z) und b(z,y)
al(z,y) & ay.2)

id(z,y) &S r=y

fir alle x, y gilt 1(z,y)
fiir alle z,y gilt —0(x, y)
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Tarskis Axiome sind

1. (M x M),V,A,—,0,1) ist eine Boolesche Algbra, d.h. es gelten die

folgenden Axiome

aV(bve) = (aVvb) Ve
anN(bAc) = (aAb)Ac
aVb = bVa
alNb = bAa

aV(aNb) = a
aN(aVd) = a

aV(bAc) = (aVb) A(aVe)
anN(bVe) = (aAb)V(aAc)
aV -a =1
a—a =0

2. (a; (b;¢)) = (a;0); ¢

3 (b\/c) (a; )\/(a c)
(a\/b) =atvb!

4. ajid =a

5. (aHt=a

i =(a3b)) € b

associativity
associativity

commutativity
commutativity

absorption
absorption
distributivity
distributivity
complements
complements

(associativity of ;

(distributivity of over V

(distributivity of ~

L over V

(first involution law

(second involution law

;)
)
)
(identity law)
)
)
)

(the cyclic axiom

Man beachte, dafl auch 7 sich, wie alle anderen Axiome, als Gleichung schrei-

ben ldsst: (a™;

—(a; b)) Vv

—-b = -b

Formulieren Sie die Definitionen der Operatoren V, A, =, +, ; und ~*

und die

Gleichungen in einer Logik erster Stufe und beweisen Sie, dafl die Gleichungen
aus den Operationsdefinitionen folgen.

Ubungsaufgabe 5.5.3

Beweisen Sie mit Hilfe eines automatischen Theorembeweisers die folgenden

Aussagen.

Notation und Definitionen wie in Aufgabe 5.5.2 und auflerdem

a+b = (aA=b)V (bA-a)

l.a+(b+c)=(a+b)+c
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2.avb=a+b+ (aNb)
3.a+ta=0

4. (aVb)+(anb)=a+Dd
5. 1+a=—a

Ubungsaufgabe 5.5.4

Das ist eine etwas kompliziertere Aufgabe, die wieder mit der Notation und
den Definitionen aus Aufgabe 5.5.2 arbeitet. Beweisen Sie, daf} eine Relation
a genau dann funktional ist, wenn a~';a C id gilt

Zur Definition einer funktionalen Relation siehe Def. 1.1 auf Seite 1.

Ubungsaufgabe 5.5.5

Die folgende Definition der ganzzahligen Divison ist der Java Language Des-
cription entnommen. Geédndert wurden die Teile, die sich auf die Endlichkeit
der ganzen Zahlen in Java beziehen, so dafl die folgende Definition fiir die
iiblichen mathematischen ganzen Zahlen Z zu lesen ist. Auflerdem wird ver-
einbart, daf§ die Relation jdiv(n,0) = ¢ fiir beliebige Zahlen n,q € Z wahr
ist. Diese Art mit der Division durch 0 umzugehen ist unter dem Namen un-
derspecification bekannt. Dabei wird angenommen, daf§ div(n,0) einen Wert
in Z hat iiber den aber nichts bekannt ist.

Integer division rounds toward 0. That is, the quotient produced
for integer operands n and d is an integer value ¢ whose magnitude
is as large as possible while satisfying |d x ¢| < |n|; moreover, ¢
is positive when |n| > |d| and n and d have the same sign, but ¢
is negative when |n| > |d| and n and d have opposite signs.

1. Finden Sie eine Formel ¢ der Pradikatenlogik erster Stufe mit freien
Variablen n,d,q so dal ¢ <> ¢ = jdiv(n,d) in den ganzen Zahlen gilt.

2. Zeigen Sie:
Va,y(y = jdiv(z,y) =z Vy* jdiv(z,y) =z + 1)

3. Vo, y(y x jdiv(z,y) = x <> Jz(x = 2% 2)) (z ist gerade)

4. Vo, y(y x jdiv(z,y) =z + 14> Jz(x = 2% 2+ 1)) (= ist ungerade)

Ubungsaufgabe 5.5.6
Es gibt Alternativen zu der ganzzahligen Division, wie sie in der vorange-
gangen Aufgabe 5.5.5 betrachtet wurde. In Phyton wird Runden nach —oo
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benutzt, d.h. div(n, d) wir berechnet, in dem zu néchst die n/d als Dezimal-
zahl berechnet wird und dann nach —oo gerundet wird. Aus 5/2 = 2,5 wird
div(5,2) = 2 und aus —5/2 = —2,5 wird div(—5,2) = —3.

1. Geben Sie eine Formel ¢ der Priadikatenlogik, so dafl VnVdVq(div(n, d) =
q <> ¢ gilt.

2. Driicken Sie jdiv aus Aufgabe 5.5.5 durch div aus.
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5.6 Reduktionssysteme

Um die Giiltigkeit einer Gleichung in einer Gleichungstheorie algorithmisch
behandeln zu kénnen, miissen wir die Gleichheit in ihrer gerichteten Version
benutzen, E wird ein Termersetzungssystem.

Die den Termersetzungssystemen zugrunde liegende Idee einer eindeutigen
Normalform und die schrittweise Normalisierung eines symbolischen Aus-
drucks ist so elementar, dafl sie in vielen Zusammenhéngen in unterschiedli-
chen Ausprigungen eine Rolle spielt. Als iibergreifenden Begriff fiir alle diese
Auspragungen wollen wir allgemeiner die Reduktionssysteme einfiihren. Wir
werden uns dann auf spezielle Reduktionssysteme konzentrieren, eben auf
die Termersetzungssysteme. In diesem Fall sind die betrachteten symboli-
schen Ausdriicke Terme der Pridikatenlogik und die Umformung geschieht
durch Ersetzung von Teiltermen. Aber zunéchst stellen wir einige Resultate
vor, die sich schon auf der abstrakten Ebene allgemeiner Reduktionssysteme
beweisen lassen.

Einfiihrung

Definition 5.58
(Reduktionssysteme) Ein Reduktionssystem (D, ) besteht aus einer nicht-
leeren Menge D und einer beliebigen, bindren Relation > auf D.

Definition 5.59
(Notation) Ist (D, >=) ein Reduktionssystem, dann benutzen wir die folgenden
Bezeichnungen:

— die reflexive, transitive Hiille von >

& die transitive Hiille von >

<> die reflexive, transitive, symmetrische Hiille von >

Beliebige Reduktionssysteme sind viel zu allgemein, als daf§ ihr Studium ir-
gend etwas Interessantes hervorbringen konnte. Es sind die folgenden Defi-
nitionen, die Anlafl zu einer nicht trivialen Theorie geben,

Definition 5.60
1. Ein Reduktionssystem (D, >) heifit konfluent, wenn fiir jedes Tripel
$,81,80 € D mit s — s1, s — S ein t € D existiert mit s; — ¢ und
Sy — t.

2. (D, ) heiit lokal konfluent, wenn fiir alle s, 51,59 € D mit s = sq,
s> 8o eint € D mit s; — ¢t und s, — ¢ existiert.
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3. (D, >) heifit noethersch (oder wohlfundiert oder terminierend),
wenn es keine unendlichen Folge sq > s1... > s; > ... gibt.

4. Ein konfluentes und noethersches Reduktionssystem heifit kanonisch.

5. Ein Element s € D heifit irreduzibel (oder eine Normalform) in
(D, ), wenn kein ¢t € D existiert mit s > ¢.

6. Sei s € D. Ein Element sy € D heiit eine Normalform fiir s in
(D, ), wenn s irreduzibel ist und s — sq gilt.

Satz 5.61
Sei (D, ) ein kanonisches Reduktionssystem. Dann gilt:

1. Zu jedem s € D gibt es eine eindeutige Normalform. Diese bezeichnen
wir mit irr(s).

2. Fiir s,t € D gilt
s <> t gdw irr(s) = irr(t)

3. (D, >) sei berechenbar im folgenden Sinne: Es gibt einen Algorithmus,
der zu jedem t € D ein ¢ mit ¢ = ¢’ liefert, wenn ein solches existiert,
und andernfalls ausgibt ;¢ ist irreduzibel”, Dann ist die Relation <
entscheidbar.

Beweis:

Zu 1.: Zunéchst erledigen wir die Eindeutigkeitsfrage. Angenommen es géibe
fiir s € D zwei Normalformen sq, so. Das heifit es gilt s — s; und s — ss.
Wegen der Konfluenz von (D, ) gibt es t € D mit s; — ¢ und sy — t. Das
widerspricht der Irreduzibilitdt von sq,s,. Um uns von der Existenz einer
Normalform zu iiberzeugen, betrachten wir s € D, setzen so = s und wéhlen
ein s;11 mit s; > $;41, solange s; nicht irreduzibel ist. Da (D, >) noethersch
ist, wird nach endlich vielen Schritten ein irreduzibles s; erreicht.

Zu 2.: Die Implikation von rechts nach links ist trivial. Gelte jetzt s <+ ¢. Nach
Definition des transitiven, symmetrischen Abschlusses gibt es eine Folge s =
50,81, ---,8, = t, so daB fiir alle 0 < ¢ < n entweder s; > s;,1 oder s;11 > s;
gilt. Der Nachweis von ¢rr(s) = irr(t) geschieht durch Induktion iiber n. Der
Induktionsanfang n = 0, d.h. s = ¢ ist trivial. Sei also die Behauptung fiir
Folgen der Lange n — 1 schon bewiesen. Also gilt irr(s;) = irr(t). Im Fall
so > s1 gilt offensichtlich irr(sg) = irr(s;), und wir sind fertig. Falls s; > s
gilt, folgt aus der Konfluenz, dafl ebenfalls irr(sg) = irr(s;) gelten mus.
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Zu 3.: Zu gegebenem s, t wird wie folgt entschieden, ob s <+ t. Beginnend mit
s, 89 := s, liefert der vorausgesetzte Algorithmus Elemente s; mit so > s1 >
Sy = ..., bis hierbei ein irreduzibles s,, erreicht ist. Da (D, >) noethersch
ist, tritt das auf jeden Fall ein und wird durch ,,s,, ist irreduzibel“ mitgeteilt,
ferner gilt s, = irr(s). Entsprechend erhdlt man irr(t) aus t. Nach (2) ist
s <> t genau dann, wenn irr(s) = irr(t).

Eine wesentliche Stiitze fiir die Theorie der Reduktionssysteme ist das nach-
folgende Lemma, welches sagt, dafl fiir noethersche Systeme aus der lokalen
Konfluenz auch schon die Konfluenz folgt. Wir besprechen zunéchst das in
seinem Beweis verwendete Beweisprinzip der ,,noetherschen Induktion®.

Lemma 5.62
(Noethersche Induktion) Fiir ein noethersches Reduktionssystem (D, >) gilt
das folgende Beweisprinzip der Noetherschen Induktion:

Es sei X C D, so daB fiir alle a € D gilt
{bla=b} C X =acX.
Dann ist X = D.

Bewets:
Angenommen X # D. Sei ay € D\X. Nach Annahme iiber X gilt {b|ag >

b} Z X.

Es gibt also ein a; mit
Qg > a1, aq ¢ X.

Nach Annahme iiber X gilt wieder {bla; = b} € X und es gibt ein ay mit
ay > Qag, as ¢ X.

Fahrt man in dieser Weise fort, so erhélt man eine unendliche Folge (a;);en
mit a; > a;41 fiir alle 4. Das ist ein Widerspruch, denn (D, >) war als
noethersch vorausgesetzt.

Hiermit zeigen wir das

Lemma 5.63
Wenn (D, >) ein noethersches und lokal konfluentes Reduktionssystem ist,
dann ist (D, >) konfluent, d. h. kanonisch.
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Beweis:
Wir verwenden noethersche Induktion beziiglich der Menge Confl:=

{s|Fiir alle s, so mit s — s1, s — s9 existiert ein ¢t mit s; — ¢, 59 — t}
Dazu miissen wir also zeigen, daf fiir alle s gilt:
{s'|s = &'} C Confl = s € Confl

Es seien s, s1,s9 gegeben mit s — s1, § — s9. Im Falle s = 51 oder s =
Sy ist man fertig. (Etwa: s; = s — s3). Sei also s # s1, § # s3. Also
existieren wy,us mit s = u; — s; und s = us — So. Wegen der lokalen
Konfluenz von (D, >) existiert ein v mit u; — v, uy — v. Nach Voraussetzung
(,,Induktionsannahme®) liegt u; in Confl. Also gibt es ein w mit s; — w und
v — w. Entsprechend schliefen wir aus der Induktionsannahme u, € Confl,
daB ein Term ¢ existiert mit sy — ¢ und w — ¢t. Wir haben s; — ¢t und sy — ¢
und somit s € Confl, was zu beweisen war.

NN
Ny

/N

Von lokaler zu uneingeschréinkter Konfluenz

Beispiele
Polynomreduktion

Definition 5.64
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e Ein Potenzprodukt in den Unbestimmten Xi,..., X, iiber einem
Korper K ist ein Ausdruck der Form

el en
Xt xooox Xp

mit natiirlichen Zahlen e;,

e Ein Monom in den Unbestimmten X1, ..., X, iiber K ist ein Ausdruck
der Form

C*Pp,

wobei ¢ # 0 ein Element aus k ist und pp ein Potenzprodukt.

e Ein Polynom in den Unbestimmten Xi,...,X,, iiber K ist ein Aus-
druck der Form
mi+ ...+ mg

mit Monomen m;. Die Menge aller Polynome iiber K bildet mit den na-

heliegenden Produkt- und Summendefinition den Polynomring K[X7, . ..

Eine Ordnungsrelation < auf der Menge aller Monome heifit zuléssig, wenn
fiir beliebige Monome m, my, ms gilt:

1. aus m; < my folgt my x m < ms * m und

2.1 <m

Die lexikographische Ordnung der Monome ist ein typisches Beispiel einer
zuldssigen Ordnungsrelation.

Beispiel 5.65 (Polynomreduktion)

Sei B C K[Xj,...,X,]. Die Reduktionsrelation =p auf K[Xj,...,X,], die
Polynomreduktion fiir B, wird wir folgt definiert.

f >p g gilt genau dann, wenn

e das grofite Monom in f ist m = cy*pp; fiir ¢ € K und ein Potenzprodukt
pp1 und

e es gibt ein Polynom A € B mit grofitem Monom u = ¢y % pps mit
pp1 = v * ppz und

e g=f—crxc, xv*h
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Ein konkretes Beispiel fiir die Polynomreduktion

Sei B={h =2y’ —2,hy =2 —y’} [ =2y’ + 2" —y + 1.
Fiir h = h; haben wir in der Notation des Beispiels ¢; = ¢y = 1, pp1 = 2792,
ppe = xy? und v = 25.

Firg=f—c *xcy' xvxh=2a" +2%?% -y + 1 gilt dann
f>Bg

Das Reduktionssystem (K[Xi,...,X,],=p) ist stets noethersch. Es muf}
nicht immer konfluent sein. Aber fiir jede Menge B gibt es eine Menge G,
die dasselbe Ideal in dem Ring K[Xj,...,X,] erzeugt wie B, so dafl =g
konfluent ist. G 148t sich aus B berechnen, z.B. mit dem Buchbergerschen
Algorithmus.

Eine leicht zu lesende Einfiihrung in dieses Gebiet findet man in [Buc85].

f-Reduktion

Beispiel 5.66

(B-Reduktion im A-Kalkiil)

Fiir zwei A\-Terme M, N ist die 8-Reduktion > definiert durch: M >z N
genau dann, wenn

e cin Teiltermvorkommen (AzM;)N; in M gibt und
e n entsteht aus M, indem (AxM;)Ny ersetzt wird M;|x + Ny,

e wobei Mi[x < Nj] aus M; entsteht, indem jedes freie Vorkommen von
x ersetzt wird durch V.

Die (-Reduktion auf der Menge aller A -Terme ist konfluent, siehe z. B.
[Bar84], Section 3.2. Die -Reduktion ist nicht noethersch, so hat z.B. der
Term (Ax(zz))A\z(xx) keine Normalform.

Wortersetzung

Beispiel 5.67

(Semi-Thue-Systeme) Sei R eine Menge von Paaren (r, s) von Wortern iiber
einem Alphabet ¥, d.h. r,s € X*. Die Relation =g auf der Menge >* aller
Worter iiber X ist definiert durch:

u>=pr v gdw es gibt (r,s) € Rund z,y € ¥*, so dal u = xry und v = xsy.
(S, R) heifit ein Semi-Thue-System (string rewriting system).
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Im Unterschied zu den jetzt zu besprechenden Termersetzungssystemen tre-
ten in Semi-Thue-Systemen keine Variablen auf und damit keine Substitu-
tionen. Auflerdem ist die interne Struktur von Wortern wesentlich drmer als
die interne Struktur von Termen. Einen umfassenden Uberblick iiber Semi-
Thue-Systeme findet man in [Boo87].

5.7 Termersetzungssysteme

Wir kehren zuriick zu unserem Anliegen, in einer Gleichungstheorie E die
Giiltigkeit einer Gleichung festzustellen und lesen, wie schon zu Beginn von
Abschnitt 5.6 bemerkt, zu diesem Zweck die Gleichheit , gerichtet®.

Definition 5.68
1. Zu einer Menge F von Gleichungen iiber einer Signatur > definieren
wir fiir Terme ¢,s:

1
s —pt

genau dann, wenn es eine Gleichung [ = r € F gibt und eine Substitu-
tion o, so daf gilt:

e o(l) ist Unterterm von s

e ¢ entsteht aus s, indem dort der Unterterm o(l) an genau einer
Stelle ersetzt wird durch o(r).

Man beachte, dafl nur die linke Seite durch die rechte ersetzt wird
2. — ist die reflexive, transitive Hiille von — E

3. <> ist die reflexive, transitive, symmetrische Hiille von — g

Wenn das zugehorige Gleichungssystem klar ist, schreiben wir einfach —1>, —,
.

Die allgemeinen Betrachtungen in 5.6 werden jetzt dazu spezialisiert, daf fiir
eine vorgegebene endliche Menge E von Gleichungen

> die Relation —1>E 1st,

wie sie in Definition 5.68 eingefiihrt wurde.
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Definition 5.69
(Termersetzungssysteme)
Ist E eine endliche Menge von Gleichungen iiber der Signatur ¥, dann nen-

nen wir das Reduktionssystem (Termsy, = g) ein Termersetzungssystem. Da
dieses durch ¥ und F eindeutig bestimmt ist, sprechen wir kiirzer vom 7Ter-
mersetzungssystem (X, E).

Beispiel 5.70

Ein einfaches kanonisches Termersetzungssytem Fgpr

ONz = 0 1Az = =z
zAN0 = 0 A1l = =z
OVe = o 1Vvz =1
xrVO0O = o zVv1l =1
Wir schreiben kurz E anstelle von Egpr.
Fiir jeden variablenfreien Booleschen Term ¢ gilt ¢t —5 0 oder t — g 1.

Als speziellen Fall von Satz 5.61 haben wir jetzt den
Satz 5.71
(33, E) sei ein kanonisches Termersetzungssystem.
1. Zu jedem Term ¢ gibt es genau einen irreduziblen Term irr(t) mit
t —girr(t).
2. Fiir beliebige Terme s, t gilt:
ElE=s=teiirr(s) =1art).

3. Die Giiltigkeit einer Gleichung in der Theorie von FE ist entscheidbar.

Wenn unser vorgelegtes System (3, E') kanonisch ist, dann ist unser Problem
also gelost: Fiir eine gegebene Gleichung s = ¢ 148t sich entscheiden, ob E =
s = t. Leider ist das i.a. nicht der Fall (wir wissen ja, daf} es unentscheidbare
Gleichungstheorien gibt). Auch kénnen wir i.a. einem Termersetzungssystem
nicht ansehen, ob es noethersch ist bzw. ob es konfluent ist, beides ist i.a.
unentscheidbar.
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Kapitel 6

Die Spezifikationssprache JML
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In diesem Kapitel soll die Spezifikationssprache JML, Java Modeling Lan-
guage, vorgestellt werden.

6.1 Historie und Motivation

JML ist eine Sprache zur formalen Spezifikation von Javaprogrammen. Sie
wurde ins Leben gerufen von Gary Leavens, der bis heute eine zentrale Rolle
in der JML community spielt. Die erste Veroffentlichung zu JML erschien
1999, [LBR99]. Die Sprache JML baut auf der heute nicht mehr benutzten
Spezifikationssprache LARCH auf. Eine weitere Wurzel des Ansatzes ist das
Konzept von Softwarevertragen, das im Englischen mit design by contract
tibersetzt wird, wie es z.B. in den Biichern [Mey91, Mey97] von Bertrand
Meyer propagiert wird. Die logische Basis fiir das design-by-contract Para-
digma liefert der nach Tony Hoare benannte Hoare-Kalkiil [Hoa69, Hoa83,

Hoa09].

Die umfangreichste Darstellung findet sich im Benutzerhandbuch [LPC*11].
Die Arbeit an JML fand und findet statt im Rahmen einer lose koordinierten
internationalen Forschergemeinschaft. Eine Standardisierung gibt es nicht
und ist fiir die nahe Zukunft nicht vorgesehen.

In der akademischen Forschung ist JML zur Zeit die am meisten benutzte
formale Spezifikationssprache fiir Java, die durch eine Vielzahl von Werk-
zeugen auf den unterschiedlichsten Ebenen unterstiitzt wird, [BCCT05]. Ak-
tuelle Informationen, elektronische Versionen der zitierten Papiere und Zu-
gang zu vielen JML Werkzeugen findet man auf der Projektwebseite http:
//www.cs.ucf.edu/~1leavens/JML/.

Das erste Ziel dieses Kapitel ist eine kurze Einfiihrung in die logischen Grund-
lagen der formalen Softwareverifikation. Eine zweite Motivation besteht darin
aufzuzeigen, wie die in den vorangegangene Kapiteln entwickelte Pradikaten-
logik im praktischen Kontext eingesetzt werden kann. Wir werden sehen, dafl
JML eine syntaktische Variante dieser Logik fiir die Formulierung von Soft-
warevertrigen benutzt.

6.2 Ein einfiihrendes Beispiel

Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel in Abbildung 6.1. Zur ersten Ori-
entierung bemerken wir, dal JML Sperzifikationen als spezielle Kommentare
in JAVA Programme integriert werden. Der normale JAVA Compiler ignoriert
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diese Kommentare und JML Werkzeuge erkennen, dafl in diesen Kommen-
tare JML Eingaben stehen. Schon an diesem einfachen Beispiel konnen wir

— Java + JML

public class PostInc{
public PostInc rec;
public int x,y;

/*@ public invariant x>=0 && y>=0 &&
Q rec.x>=0 && rec.y>=0;
x/

/*@ public normal_behavior
@ requires true;
@ ensures rec.x == \old(rec.y) && rec.y == \old(rec.y)+1;
Qx*/
public void postinc() {
rec.x = rec.y++;

b

Java + JML —

Abbildung 6.1: JML Annotationen in der JAVA Klasse PostInc

zwei Arten von Spezifikationen unterscheiden.

Die erste Kommentargruppe gibt eine Invariante an, die zweite ist ein Vertrag
fiir die Methode, vor der sie unmittelbar steht, hier also fiir die Methode
postinc.

Von einer Invarianten wird idealerweise erwartet, dafl sie in jedem Zustand
der Ausfiihrung eines Programmes gilt. Wie man sich leicht vorstellen kann,
ist das eine zu einschneidende Forderung, die auflerdem noch den Mangel
hat, da nicht ganz klar ist, wie feinkérnig man verschiedene Programm-
zustdnde voneinander unterscheiden will. Verursacht die Anweisung rec.y++
im Rumpf der Methode postinc einen einzigen Zustandsiibergang oder gibt
es einen oder mehrer Zwischenzustinde? Letzteres wiirde die Java Langua-
ge Specification tatsichlich nahelegen. Um diesen Schwierigkeiten aus dem
Weg zu gehen, betrachten wir hier eine vereinfachte Invariantensemantik:
eine Invariante gilt vor und nach jedem Methodenaufruf.

Nebenbei sei angemerkt, dafl bei einer genaueren Analyse vor allem fiir kom-
plexere Beispiele, das Konzept einer Invariante immer fragwiirdiger wird. In
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der aktuellen Forschung zur Programmverifikation werden Invarianten ge-
legentlich schon durch andere Konzept, z.B. durch ein ownership Konzept,
ersetzt.

Der zweite Spezifikationsbestandteil in Abb. 6.1, der Methodenvertrag fiir
postinc, ist konzeptionell wesentlich unproblematischer. Wird die Methode
in einem Zustand gestartet, in dem die Invariante gilt und die Vorbedingung,
in JML durch das Schliisselwort requires gekennzeichnet, dann gilt nach
dem Ende der Methode die durch das Schliisselwort ensures gekennzeichne-
te Nachbedingung und ebenfalls wieder die Invariante. Die englische Bezeich-
nung fiir Vor- und Nachbedingung ist precondition und postcondition. Die in
Zeile 7 von Abb. 6.1 auftretende Deklaration public_normal_behavior ver-
langt zusétzlich, daf3 die Methode normal terminiert, d.h. zunichst einmal,
daf} sie iiberhaupt terminiert, aber nicht durch das Werfen eines Ausnahme-
objekts (engl. exception).

Wenden wir uns nun den JML Ausdriicken selbst zu. Das Vokabular, aus
dem JML Ausdriicke aufgebaut sind, stammt, mit wenigen Ausnahmen, aus
dem JAVA Programm, zu dem die Ausdriicke gehoren. In dem Ausdruck aus
den Zeilen 5 und 6 von Abb. 6.1

x>=0 && y>=0 && rec.x>=0 && rec.y>=0;

treten die Attribute x,y und rec der Klasse PostInc auf. Die Relation >=
und das Zahlenliteral 0 stammen aus dem JAVA Datentyp int. Schliellich
ist && das JML Aquivalent fiir die logische Konjunktion, die Boolesche Funk-
tion und. Die entscheidende Beobachtung fehlt aber noch. Die Attribute x,y
und rec sind nicht als statische Attribute deklariert. In JAVA Programmen
kénnen sie nur in der Form t.x, t.y, t.rec benutzt werden, wobei t ein
Ausdruck vom Typ PostInc ist. Kommt trotzdem, etwa x vor, so ist das
eine Abkkiirzung fiir this.x. JML tiibernimmt diese Regelung. Voll ausge-
schrieben liest sich die obige Invariante also als

this.x>=0 && this.y>=0 && this.rec.x>=0 && this.rec.y>=0;

In der Nachbedingung fiir die postinc Method, Zeile 11 in Abb.6.1, tritt die
JML operation \old auf. Sie bewirkt, dafl ihr Argument im Vorzustand des
Methode ausgewertet wird. Sie kann nur in Nachbedingungen und nicht in
Vorbedingungen oder Invarianten benutzt werden. Rein theoretisch kénnte
man auf die Operation \old verzichten und einen Vertrag wie folgt benutzen:

— Java + JML
@ requires oldrecy = rec.y;
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@ ensures rec.x == oldrecy && rec.y == oldrecy+l;
JAVA + JML —

wobei oldrecy eine neue virtuelle Programmvariable ist. In den JML Werk-

zeugen wird eine solche oder &hnliche Auflosung des \old Konstrukts tatséchlich

vorgenommen. Es ist aber unstrittig, daf§ die Benutzung von \old die Spe-
zifikationsaufgabe wesentlich erleichtert.

Wir werfen noch einen Blick auf den Methodenrumpf von postInc, Zeile 14
in Abb.6.1. Was passiert, wenn die Methode in einem Zustand aufgerufen
wird, in dem self.rec == null gilt? Ja, es wird eine NullPointerEzception
ausgelost. Somit wiirde die Methode ihren Vertrag nicht erfiillen, denn es
wird normale Terminierung verlangt. Es ist schon alles in Ordnung. JML
nimmt als Voreinstellung, als default an, dafl alle vorkommenden Attribute
und Parameter mit einem Objekttyp vom Nullobjekt verschieden sind.

— Java + JML

public class PostInc{
public /*@ nullable @*/ PostInc rec;
public int x,y;

/*@ public invariant x>=0 && y>=0 &&
Q rec.x>=0 && rec.y>=0;
Qx/

/*@ public normal_behavior

@ requires rec != null;
@ ensures rec.x == \old(rec.y) && rec.y == \old(rec.y)+1;
ox/

public void postinc() {
rec.Xx = rec.y+t+;

}

Java + JML —

Abbildung 6.2: JML annotated JAVA class PostInc, version 2

Will man Attribute benutzen, die auch null als Wert annehmen kénnen mufl
man das extra angeben durch den Modifikator nullable. Ein Beispiel dafiir
ist in Abb. 6.2 in Zeile 2 zu sehen. Jetzt mufl man natiirlich die Vorbedingung,
Zeile 10, entsprechend verschérfen.
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Die Benutzung von Sichtbarkeitsmodifikatoren wie public and private hat
JML ebenfalls von JAVA iibernommen. So darf, z.B. in einer als o6ffentlich,
public, erkldrten Annotation in der Klasse A kein privates Attribut einer
anderen Klasse als A vorkommen. In einigen Féllen weicht JML von den
JAVA Regeln ab und es gibt auch die Moglichkeit Sichtbarkeitsregelungen
aus dem JAVA Code zu ignorieren. Wir gehen auf diesen Aspekt von JML
nicht néher ein, siche dazu [LPC*11, Section 2.4].

6.3 Schleifeninvarianten

Wir setzen die Erkldrung von JML fort anhand des annotierten JAVA Pro-
gramms in Abb. 6.3.

Die Methode commonEntry sucht in den durch die Parameter 1 und r gege-
benen Grenzen einen Index, fiir den die beiden Felder al, a2 denselben Wert
haben. Deswegen heifit die Klasse auch SITA fiir search in two arrays. Wir
gehen das annotierte Programm Zeile fiir Zeile durch und setzen dabei die
Erklarung von JML fort.

Die Vorbedingung fiir die Methode commonEntry in den Zeilen 5 und 6 in
Abb. 6.3 setzt Einschénkungen an die Parameter 1 und r.

In Zeile 7 taucht eine neue Form von Spezifikationsklauseln auf, assignable.
Hier wird spezifiziert, welche Werte die nachfolgende Methode hochstens
dndern darf. In unserem Beispiel wird verlangt, daB commonEntry keine An-
derungen bewirken darf. Methoden, die in diesem Sinne keine Seiteneffekt
haben, nennt man reine Methoden (pure methods). Wir werden spéter, wenn
wir auf detailiertere assignable Klauseln treffen, mehr zu diesem Thema zu
sagen haben. Zwei Kommentare sollen aber schon hier gemacht werden.

Der erste Kommentar ist nur die Verbalisierung einer Selbstverstéandlichkeit.
In der Methode eingefiihrte lokale Variablen, in unserem Beispiel die Variable
k, spielen fiir die assignable Klausel keine Rolle. Der Parser wiirde ihr Auf-
treten auch zuriickweisen. Betrachtet werden nur von auflen beobachtbare
Anderungen.

Es gibt zwei Moglichkeiten, beispielsweise die Aussage ,,die Methode dndert
den Wert von this.f nicht” zu interpretieren. Man kann erstens darunter
verstehen, dafl keine Zuweisung an this.f erfolgt. Auch this.f = this.f
oder this.f = this.f + 0 wéren damit ausgeschlossen. Oder man erlaubt
Zuweisungen an this.f besteht aber darauf, dafl am Ende der Methode
derselbe Wert wie zu Beginn wieder hergestellt ist. Fiir die Zwecke dieses
Skripts halten wir uns an die zweite Version.
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— Java + JML

class SITA {
public int[] al, a2;

1

2

3

4 /*@ public normal_behaviour

5 @ requires 0 <=1 && 1 < r &&
6

7

8

@ r <= al.length && r <= a2.length;

@ assignable \nothing;

@ ensures ( 1 <= \result && \result < r &&
9 Q al[\result] == a2[\result])
10 @ || \result == r;
11 @ ensures (\forall int j; 1 <= j && j < \result;
12 Q alljl '= a2[jl );
13 o/
14 public int commonEntry(int 1, int r) {
15 int k = 1;
16
17 /*@ loop_invariant
18 @ 1<=k&& k<=1 &&
19 G (\forall int i; 1 <= 1 && i < k; all[i] '= a2[il]);
20 ¢
21 @ assignable \nothing;
22 @ decreases al.length - k;
23 ex/
24 while(k < r) {
25 if (al[k] == a2[k]) {
26 break;
27 }
28 k++;
29 }
30 return k;
31 }
32 %}

JAvA + JML —

Abbildung 6.3: Search in two arrays
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Die Nachbedingung fiir die Methode commonEntry findet sich in den Zeilen
8-12 in Abb. 6.3. Das zweifache Auftreten den Schliisselwortes ensures wird
dabei als logische Konjunktion der Einzeleintrége interpretiert. Die JML Va-
riable \result steht fiir den Riickgabewert der Methode. Es wird verlangt,
daB \result in dem Intervall [[,r) liegt und al[\result] == a2[\result]
gilt. Alternativ darf \result==r gelten.

In den Zeilen 11 und 12 treffen wir auf das erste Beispiel einer quantifizierten
Formel in JML. Die allgemeine Syntax ist

(\forall C x; B; R) (\exists C x; B; R)

Wir nennen B die Bereichseinschrinkung und R den Rumpf der quantifi-
zierten Formel. In der priadikatenlogischen Notation aus Abschnitt 4.1 wiirde
man diese Formeln in der Form

VC z(B — R)
3C #(B A R)

notieren.

‘ JML* ‘ Pridikatenlogik ‘

&&

==>
<==>
(\forall C x;el;e2) | Va((z # null A [el]) — [e2])
(\exists C x;el;e2) | Jx(z # null A [el] A [e2])

Dabei steht [ed] fiir die pradikatenlogische Notation des JML Ausdrucks ei.

Tl <|>]

Tabelle 6.1: Vergleich der Notationen

Die Aufteilung in B und R ist aus logischer Sicht irrelevant, die Formeln

(\forall C x; B; R) und (\forall C x; true; B ==> R) sind dquivalent.
Viele Leute finden jedoch diese Aufteilung der quantifierten Formel hilfreich.

Der erste Teil enthélt Einschrénkungen an den Bereich, iiber den die quan-

tifizierte Variable lduft, wie in Zeile 12 in Abb. 6.3, der zweite Teil macht

die eigentliche Aussage. Der Leser wird erraten haben, dafl ==> die JML No-

tation fiir die logische Implikation ist. Die Unterschiede zwischen der JML

und der préadikatenlogischen Notation fiir die logischen Operatoren sind in

Tabelle 6.1 zusammengefasst
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Nach der Klarung der Syntax ist die Bedeuting des JML Ausdrucks in Zeile
11 und 12 von Abb. 6.3 lesbar: In dem Intervall [1,\result) gibt es keinen
iibereinstimmenden Eintrag in den Feldern al und a2. Zusammen mit dem
Teil der Nachbedingung in den Zeilen 9 und 10 folgt daraus, daBl \result
der kleinste Index mit ibereinstimmenden Werten im Intervall [1,r) ist, bzw.
\result==r, falls keine Index mit iibereinstimmendem Wert in dem Intervall
existiert.

Die Zeilen 17 bis 19 in Abb. 6.3 enthalten ein weiteres wichtiges Spezifika-
tionskonzept: die Schleifeninvariante, auf Englisch loop invariant. Wie schon
gewohnt bei JML bezieht sich die Annotation auf die Schleife vor der sie
steht. Die Angabe einer Schleifeninvarianten ST verlangt, dafl

1. (Anfangsfall)
ST vor Eintritt in die Schleife erfiillt ist,

2. (Iterationsschritt)
fiir jeden Programmzustand sg, in dem ST und die Schleifenbedingung
gilt, im Zustand s;, der nach einmaligen Ausfiihren des Schleifenrump-
fes beginnend mit sq erreicht wieder, wieder ST erfiillt ist.

3. (Anwendungsfall)
nach Beendigung der Schleife reicht die Schleifeninvarianten ST zusam-
men mit den Bedingungen fiir die Schleifenterminierung aus fiir die
Verifikation der Nachbedingung.

Sind diese drei Forderungen fiir den Programmkode in Abb. 6.3 erfiillt?

Anfangsfall Vor Beginn der Schleife gilt k = [. Setzt man diesen Wert in
die Schleifeninvariante ein, so erhélt man die Formel

1<=1 && 1<=r && (\forall int i; 1l<=i && i<1l; al[i] != a2[i]);

Der Allquantor lduft iiber den leeren Bereich, ist also trivialerweise wahr.
Die Gleichung 1<=1 ist per Definition der kleiner-gleich Relation erfiillt und
1<=r folgt aus der Vorbedingung 1<r.

Iterationsschritt Das Programm befindet sich ein einem Zustand sg. In-
tuitiv stellen wir uns darunter einen Zustand vor, der nach einer nicht be-
kannten Anzahl von Schleifendurchldufen erreicht wurde. Wir nehmen an,
daf} in sy die Schleifeninvariante und der Schleifbedingung wahr sind:
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1 <=k & k <=1 &&
(\forall int i; 1<=i && i<k; all[i] !'= a2[i]) && 1 < k

Mit s; bezeichnen wir den Zustand der nach Ende des Schleifendurchlaufs
erreicht wird. Um das Programm in Abb. 6.3 etwas interessanter zu machen,
wurde eine break Anweisung in die Schleife eingebaut. Die Annahme, daf
s1 der Zustand nach Ende des Schleifendurchlaufs ist, umfafit die Annahme,
dal die break Anweisung nicht ausgefiithrt wurde. Die einzige Programmva-
riable, die wihrend des Schleifendurchlaufs ihren Wert dndern kann, ist k,
und zwar wird der Wert von k um genau 1 erhoht. Galt in sg 1<k, so gilt in s;
1<=k. In sy galt (\forall int i; 1 <= i && i < k; all[i] != a2[i]).
Diese Aussage gilt auch noch in s; wenn fiir den alten Wert von k im alten
Zustand all[k] !'= a2[k] galt. Das ist aber zutreffend, denn anderenfalls
wire die break Anweisung ausgefiihrt worden. Zusammengefasst haben wir
gezeigt, dal in jedem Zustand, der durch wiederholte Aufiithrung des Schlei-
fenrumpfes aus dem Zustand vor Schleifenbeginn erreicht werden kann, die
Schleifeninvariante ST gilt.

Anwendungsfall Nach der Schleife ist in der Regel das Programm noch
nicht zu Ende, und die Verifikationsaufgabe geht weiter. In dem Beispielpro-
gramm in Abb. 6.3 ist noch die Anweisung return k auszufiihren. Sei s,
der Programmzustand, der nach Beendigung der Schleife erreicht ist und s,
der Zustand nach Ausfithrung von return k. Somit ist s, der Endzustand
des Methodenaufrufs commonEntry. Wir miissen zwei Moglichkeiten unter-
scheiden:

1. Die Schleife terminiert, weil k==r erreicht wurde.

2. Es gilt k<r und die Schleife terminiert, weil al[k] == a2[k] gilt.

Die folgende Argumentation beriicksichtigt beide Fille.

Wir wollen zeigen, dafl im Zustand s, die Nachbedingung aus den Zeilen 8-
12 in Abb. 6.3 erfiillt ist. Da die Anweisung return k bereits ausgefiihrt ist,
konnen wir darin \result durch k ersetzen und erhalten:

(1) (1 <=k && k <r && allk] == a2[k]) || k ==
(2) (\forall int j; 1 <= j && j < k; all[jl != a2[jl)

Um diese Aussagen nachzuweisen, stehen uns zu Verfiigung: die Invariante
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(8) 1<=k&&k<=r1&&
(4) (\forall int i; 1 <=1 && i < k; al[i] !'= a2[i])

und die Abbruchbedingungen
(4) k =1 || allk] == a2[k]

Behauptung (2) wird unmittelbar durch (4) garantiert. Um (1) zu zeigen,
nehmen wir an, daf3 die zweite Alternative k == r nicht gilt. Wir miissen
jetzt argumentieren, dafl der erste Disjunktionsteil von (1) gilt. Da wir aus
(3) schon k <= r schon wissen, folgt aus der Annahme k != r schonk < r.
Mit k !'= r folgt aus (4) noch ai[k] == a2[k] und damit die gewiinschte
Konklusion.

Die vorangegangenen Uberlegungen setzten voraus, daf8 die Schleife in der
Methode commonEntry terminiert. Die Terminierung ist eine zusétzliche Be-
weisverpflichtung. Aus der theoretischen Informatik wissen wir, dafl die Ter-
minierung von Programmen, selbst fiir einfache theoretische Programmier-
sprachen, ein unentscheidbares Problem ist. Aus der Praxis der Programm-
verifikation wissen wir, dal Terminierung von Schleifen schwierig ist. In JML
gibt es deswegen eine Klausel decreases, in der der Programmierer ange-
ben kann, warum er glaubt, dafl die Schleife terminiert. Die verschiedenen
JML Werkzeuge konnen dann {iberpriifen, ob diese Angaben stimmen. Die
decreases Klausel besteht aus einem JML Ausdruck d vom Typ int, sie-
he Zeile 22 in Abb. 6.3. Diese Ausdruck d soll so gewéhlt sein, dafl er stets
einen Wert > 0 hat und in jedem Schleifendurchlauf echt kleiner wird. Of-
fensichtlich folgt aus diesen beiden Aussagen die Terminierung der Schleife.

Neben den Quantoren gibt es in JML noch einige andere Konstrukte die
Variablen binden konnen. Es hat sich eingebiirgert, solche Operatoren wver-
allgemeinerte Quantoren (im Englischen generalized quantifiers) zu nennen.

Abb. 6.4 zeigt ein Beispiel eines Methodenvertrages, in dem der Summati-
onsoperator vorkommt. Der geiibte Leser sollte in der Lage sein, die Spe-
zifikation fiir die Methode sumAndMax lesen zu konnen. Die Methoden hat
keinen Riickgabewert, sie verdndert die Attribute sum und max der Klasse
SumAndMax und zwar so, dal nach Ende der Ausfiihrung sum die Summe der
Eintrdge in dem als Parameter iibergebenen array a enthéilt und max den
maximalen in a vorkommenden Wert.

Abb. 6.5 zeigt den Rumpf der Methode SumAndMax und die Schleifeninvari-
ante.
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— Java + JML

1 class SumAndMax {

2 int sum, max;

3 /%@ public normal_behaviour

4 @ requires (\forall int i; 0 <= i && i < a.length; 0 <= al[i]);
5 @ assignable sum, max;

6 @ ensures (\forall int i; O <= i && i < a.length; ali] <= max);
7 @ ensures (a.length > O

8 @ ==> (\exists int i; 0 <= i &% i < a.length; max == alil));
9 @ ensures sum == (\sum int i; 0 <= i && i < a.length; alil);

10 @ ensures sum <= a.length * max;

11 ox/

12  void sumAndMax(int[] a) { ....}

13 }

Java + JML —

Abbildung 6.4: Methodenkontrakt fiir sumAndMax

Abb. 6.6 zeigt die komplette Liste der verallgemeinerten Quantoren in JML.
Die Syntax ist von derjenigen der Quantoren iibernommen. Der Bereich iiber
den die deklarierte Variable ldauft wird durch das Bereichspriadikat R einge-
schrinkt; die Werte, die manipuliert werden sollen, werden durch den Aus-
druck t représentiert. Die Bedeutung sollte intuitiv klar sein. Zur Auswertung
etwavone = (\sum T x; R; t) in einem gegebenen Programmzustand be-
stimmt man zunéchst die Menge valr der Objekte o in der Klasse T, so dafl
R wahr ist. Der Wert val, von e ist dann die Summe X{val;, | 0 € valg},
wobei val; , das Ergebnis der Auswertung von ¢ ist, wenn die darin vorkom-
mende Variable x mit o interpretiert wird. Fiir den Fall, dafl valg = 0 ist,
wird val, = 0 vereinbart. Ist valr unendlich, so ist val, nicht definiert.

Hier einige Beispiele aus [LPCT11, Unterabschnitt 12.4.24.2]

(\sum int i; 0 <= i & 1 <5; i) ==0+1+2+ 3+ 4
(\product int i; 0 < i && i < 5; i) == 1% 2 % 3 x 4
(\max int i; 0 <=1 && i < 5; i) == 4

(\min int i; 0 <=1 && i < 5; i-1) == -1
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1
2
3
4
5
6
7
8

9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22

— Java + JML

class SumAndMax {
void sumAndMax(int[] a) {
sum = 0; max = 0; int k = O;
/*@ loop_invariant
@ 0 <=k && k <= a.length
@ && (\forall int i; 0 <=1 && i < k; al[i] <= max)
o && (k == 0 ==> max == 0)
@ && (k> 0 ==> (\exists int i; 0 <= 1 && i < k; max == a[i]))
@ &% sum == (\sum int i; 0<=i && i < k; alil)
Q
Q
o

&% sum <= k * max;
assignable sum, max;
decreases a.length - k;

Qx*/
while(k < a.length) {
if(max < alk]) {
max = alk];

}

sum += alk];

k++;

}
}
}
JAVA + JML —
Abbildung 6.5: Schleifeninvariante fiir sumAndMax

(\sum Tx; R; t)
(\product T x; R ; t)
(\max Tx; R; t)
(\min Tx; R; t)

Hierbei ist R ein JML Ausdruck vom Type boolean, in t ein JML Ausdruck
von einem der in JML eingebauten numerischen Typen.

Abbildung 6.6: Verallgemeinerte Quantoren in JML
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— Java + JML

public class PostIncxx{
public PostInc rec;
public int x;

/*@ public invariant x>=0 && rec.x>=0;

ex/

/*@ public normal_behavior
@ requires true;
Q@ ensures 777;
Qx/
public void postinc() {
rec.X = rec.x++;

}

Java + JML —

Abbildung 6.7: Variante PostIncxx der Klasse PostInc

6.4 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 6.4.1

Abb. 6.7 zeigt die Variante PostIncxx des Beispiels aus Abb. 6.1.

Geben Sie eine Nachbedingung an, welche die JAVA Semantik korrekt wie-

dergibt.

Ubungsaufgabe 6.4.2

Wir wollen nicht stdndig zwischen JML Syntax und der in Abschnitt 4.1
eingefiihrten pradikatenlogischen Notation hin und her wechseln. Eine gele-
gentliche Gegeniiberstellung kann jedoch ganz instruktiv sein.

Schreiben Sie die Invariante aus Abb. 6.1 in pradikatenlogscher Notation.

Uberlegen Sie zuerst, was das Vokabular sein soll.

Ubungsaufgabe 6.4.3

Schreiben Sie eine modifiziertes Java Programm, das keine break Anweisung
benutzt, aber diesselbe Funktionalitdt hat wie die Methode commonEntry
in Abb. 6.3. Passen Sie gegebenfalls die JML Annotationen an das neue

Programm an.
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Ubungsaufgabe 6.4.4

Vervollstandigen Sie die JML Annotation in dem folgenden Programm.

Hinweis: Die Methode max berechnet das Maximum der Werte 1ist[i] fiir

0<=1i && i<list.length.
— JAvA + JML

public class Max0{
public int[] list;

/*@ public normal_behavior
@ requires list.length > O;
Q@ ensures 77
Q@ ensures 77
@ assignable \nothing;

Qx*/
public int max() {
int pos = 0;

int m = 1list[0];

/*@
0@ loop_invariant 77
@ decreases 77
Q@ assignable \nothing;
Qx/
while (pos < list.length) {
if (list[posl>m) {
m = list[pos];

}
pos++;
}
return m;

Ubungsaufgabe 6.4.5
Gegeben seien die beiden Java Klassen Person und Firma

Java + JML —

— Java + JML

public class Person{
public /*@ nullable @*/ Person vorgesetzer;

245



- W

O = W N+~

public /*@ nullable @*/ Firma arbeitgeber;

}
JAVA + JML —
— Java + JML
public class Firmaf{
public boolean angestellter (Person person) {
}
}
JAVA + JML —

Schreiben Sie eine Invariante in der Klasse Person, die besagt, daf} fiir jede
Person, die einen Vorgesetzen hat, der Arbeitgeber dieser Person und der
Arbeitgeber ihres Vorgesetzten iibereinstimmen.
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Kapitel 7

Modale Aussagenlogik
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7.1 Einfiihrung

Die folgende Darstellung orientiert sich u.a. an den Biichern [Pop94, HR00,
FM99],

Im Unterschied zur klassischen Logik, in der nur die Wahrheit einer Aussage
von Bedeutung ist, spielt in der modalen Logik die Art und Weise, der Modus,
in der eine Aussage wahr ist eine ausschlaggebende Rolle. Beispielsweise kann
eine Aussage

e notwendigerweise wahr, zufilligerweise wahr
e heute, gestern oder morgen wahr sein
e geglaubt werden, zum Wissen einer Person gehoren,

e oder vor/nach einer Aktion wahr, nach Ausfiihrung eines Programms
wahr sein.

Wir beginnen mit zwei Einfiihrungsbeispielen.

Das Puzzle von den drei Weisen Das folgende Puzzle ist in vielen Va-
rianten weit verbreitet:

Drei Weisen werden Hiite aufgesetzt, jedem genau einen. Die
Hiite sind entweder weifl oder schwarz, und jedem ist bekannt,
daBl mindestens ein schwarzer Hut mit dabei ist. Jeder Beteiligte
sieht, welche Hiite die anderen beiden aufsitzen haben und soll
erschlieen, welchen Hut er aufsitzen hat, natiirlich ohne in einen
Spiegel zu schauen, den Hut abzunehmen oder dhnliches. Nach
einer Weile sagt der erste Weise: ,,Ich weify nicht, welchen Hut ich
auf habe.“ Nach einer weiteren Pause des Nachdenkens sagt der
zweite: ,, Ich weifl auch nicht, welchen Hut ich auf habe.“ ,Dann*,
sagt der dritte, ,, weif} ich, daf ich einen schwarzen Hut auf habe.

In Abbildung 7.1 ist zunéchst die Menge aller moglichen Welten zu sehen.
Das Tripel (b,w,b) z.B. steht dabei fiir die Welt, in der der erste Weise einen
schwarzen Hut auf hat (“b” fiir black), der zweite Weise einen weilen und der
dritte wieder einen schwarzen Hut auf hat. Die Welt (w,w,w) kommt nicht,
da sie durch die Spielregeln ausgeschlossen ist. Aber die Abbildung zeigt noch
mehr. Sie zeigt welche Welten jeder der drei Weisen fiir moglich hélt. Das
héngt natiirlich ab, von der Welt in der er sich befindet. Stellen wir uns vor,
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Abbildung 7.1: Mogliche Welten im Drei-Weisen-Beispiel

der erste Weise befindet sich in der Welt (w,b,b). Er sieht zwei schwarze Hiite
und hélt zu Beginn die beiden Welten (w,b,b) und (b,b,b) fiir méglich. Das
ist in Abbildung 7.1 durch Pfeile gekennzeichnet, wobei Pfeile, die in den
eigenen Zustand zuriickverweisen, der Ubersichtlichkeit halber weggelassen
wurden.

Nach dem Gestédndnis des ersten Weisen, er wisse nicht welche Farbe sein Hut
hat, ist allen Beteiligten klar, dafl die Welt (b,w,w) ausgeschlossen werden
kann. Denn in dieser Welt sieht der erste Weise zwei weifle Hiite und weiss
sofort, dafl er den schwarzen auf haben muf. In der Abbildung 7.1 kann
man diese Argumentation auch direkt ablesen. Aus Welt (b,w,w) fiihrt kein
schwarzer Pfeil, sie ist fiir den ersten Weise ohne Alternative. Die neue Situa-

‘U‘ j=a c“(—)‘s o U“

.

w
b

N

w
b

Fe e d—fzed

‘c‘é 2‘(—»‘0‘ - s\

(a) Erster Schritt (b) Zweiter Schritt

Abbildung 7.2: Reduktion der moglichen Welten
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tion ist in Abbildung 7.2(a) zu sehen. Nach der AuBerung des zweiten Weisen,
wissen wir und alle Mitspieler, dafy die Welt (w,b,w) nicht vorkommen kann.
Der zweite Weise hétte sofort gewuflt, daff er den schwarzen Hut auf hat.
In Abbildung 7.2(a) gibt es aber noch eine zweite Welt, die fiir der zweiten
Weisen ohne Alternative ist, ndmlich (b,b,w). Denn hétte er in der Situation
(b,?,w) einen weiflen Hut auf, so hitte der erste Weise wissen miissen, dafi er
den einzigen schwarzen auf hat. Nach Elimination dieser beiden Welten ist
die Situation in Abbildung 7.2(b) erreicht. Man sieht, da§ dabei nur Welten
vorkommen, in denen der dritte Weise einen schwarzen Hut auf hat.

Der Graph in Abbildung 7.1 kann als Modell fiir das Wissen der drei Akteure
gedeutet werden. Die Aussage

in der Welt s weil der i-te Weise die Aussage A
wird dabei modelliert durch
in jeder fiir den i-te Weisen von s ausgesehen moglichen Welt gilt A.

In modallogischer Notation wird diese Aussage geschrieben als
S ): Di A

Vereinbaren wir, dafl die Boolesche Variable B; wahr ist in einer Welt, in der
der i-te Weise einen schwarzen Hut auf hat und entsprechend fiir W; dann
gilt in Abbildung 7.1 z.B.

(w,b,w) |= B1By (w,b,w) = B W3
nicht (w,b,w) =018y (b,w,w) | 0B,

Konfliktfreie Zugriffskontrolle FEin beliebter Algorithmus, der den kon-
fliktfreien Zugriff mehrerer Prozesse auf eine kritische Ressource regelt, ist der
sogenannte bakery algorithm. Der Name kommt von der in amerikanischen
Béckereien und delicatessen shops iiblichen Praxis, dafl der Kunde beim Ein-
treten eine Nummer zieht und dann wartet bis seine Nummer die kleinste
unter den noch Wartenden ist. Dann ist er an der Reihe. Bei uns kennt man
dieses Verfahren aus manchen Arztpraxen. Im Gegensatz zu dem namensge-
benden Beispiel geht der Algorithmus nicht davon aus, dafl es ein zentrales
Gerat gibt, welches die Nummern verteilt. Das Problem, welches der bake-
ry Algorithmus 16st, ist im Englischen unter dem Namen mutual exclusion
bekannt. Dieser Algorithmus ist iiberaus beliebt als Lehrbuchbeispiel und in
einfache Fallstudien.
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In der Beschreibung des Algorithmus gehen wir davon aus, dafl jeder Prozess
sich in einem der Zusténde idle, trying oder critical befinded. AuBder-
dem besitzt jeder Prozef} ein ticket, eine Nummer, die ist eine natiirliche Zahl
groBer 0. Prozesse, die noch nicht ihre Absicht bekundet haben, auf die kriti-
sche Ressource zuzugreifen, haben die Nummer 0. Wir kénnen uns Prozesse

Customer

int ticket

{idle, trying, critical} phase

Abbildung 7.3: Klassenspezifikation fiir Prozesse

vorstellen als Instanzen der Klasse Customer, siche Abb.7.3. Der Algorithmus
kann jetzt durch die folgenden Zustandsiibergangsregeln beschrieben werden.
Die Protokollregeln aus Tabelle 7.1 sehen aus, wie die Zustandsiibergénge

try: if phase = idle then
phase := trying
ticket := max of all other tickets + 1

enter: if phase = trying and
ticket less than
all other tickets then
phase := critical

leave  phase = critical then
phase := idle
ticket := 0

Tabelle 7.1: Zustandsiibergénge des bakery Protokolls

eines Automaten. Der einzig wichtige Unterschied besteht darin, daf§ Auto-
maten in ihrer {iblichen Form nur endliche viele Zusténde haben diirfen. Das
konnen wir erreichen, indem wir die Anzahl der beteiligten Prozesse und die
maximale Nummer beschréinken. Bei zwei Prozessen und maximaler Num-
mer 8 erhalten wir einen Automaten mit 576 = (3 * 8)? Zustinden. Daf
einige dieser Zusténde nicht erreichbar sind, soll uns im Augenblick nicht
interessieren. 576 Zustdnde sind fiir ein Lehrbuchbeispiel zu viel. Wir wol-
len daher zunéchst die Nummern ganz ignorieren. Fiir zwei Prozesse bleiben
dann noch 9 Zustédnde. Abbildung 7.4 zeigt diese Zusténde einschliellich der
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critical

idle

Abbildung 7.4: Zustandsiibergénge im bakery Protokoll ohne Nummern

moglichen Uberginge. Der Zustand, da beide Prozesse im kritischen Be-
reich sind, kommt nicht vor. Es ist die Aufgabe einer Protokollverifikation
sicherzustellen, dafl das gezeigt Modell mit einer Realisierung iibereinstimmt.
Eine Eigenschaft der Struktur in Abbildung 7.4, die fiir das Protokoll wich-
tig sein konnte, ist die Beobachtung, dafl beide Prozess, wenn sie die Phase
trying erreicht haben, immer in hochstens zwei Schritten in die kritische
Phase kommen konnen, aber nicht miissen. Zur Formalisierung solche Eigen-
schaften ist ebenfalls die modale Logik geeignet. Die Booleschen Variablen
i.adle, i.trying, i.critical seien wahr in einem Zustand s, wenn in s der i-te
Prozess in der angegebenen Phase ist. Dann ist die folgende Formel

Ltrying — (Ol.eritical vV OO 1.eritical)

in jedem Zustand wahr. Der modale Operator & funktioniert dabei so, dafl
eine Aussage ¢A in einem Zustand s wahr ist, wenn es einen von s aus in
einem Schritt erreichbaren Zustand ¢ gibt, in dem A wahr ist.

252



7.2 Syntax und Semantik

Definition 7.1 (Syntax der modalen Aussagenlogik)

Sei ¥ eine Menge aussagenlogischer Atome ¥ = {Fy, P;,...} dann ist die
Menge mForOs, (bzw. kiirzer mFor0), der Formeln der modalen Aussagen-
logik, definiert durch

1. 1 € mForOyg, 0 € mForOx
2. X C mFor0s

3. Mit A, B € mFor0yx, liegen ebenfalls in mFor0s: —A, (Ao B) fiir o €
{A\V, =, e}

4. fir A € mForOyg gilt auch OA € mForOx und ¢B € mFor0Oy

Man liest OA als Box A oder A ist notwendig. ¢ A wird gelesen als Diamond
A oder A ist moglich.

Die modallogischen Operatoren lassen sich nicht mehr als Boole’sche Funktio-
nen deuten, eine reine Wahrheitswertsemantik ist daher nicht mehr moglich.
Fiir die Angabe einer Semantik ist, wie durch die Beispiele des vorange-
gangenen Unterkapitels nahegelegt wird, eine Menge von Zustdnden notwen-
dig. Anstelle einer Interpretation der aussagenlogischen Variablen im Falle
der klassischen Aussagenlogik, braucht man in der Modallogik fiir jeden Zu-
stand eine Belegung der aussagenlogischen Variablen. Als letztes kommt noch
hinzu, dafl die Zustdnde nicht beziehungslos nebeneinander stehen, sondern
durch eine Zugénglichkeitsrelation miteinander verbunden sind. All diese An-
gaben werden in dem Begriff einer Kripke-Struktur zusammengefasst.

Definition 7.2 (Kripke- Struktur)
Eine Kripke-Struktur I = (S, R, I) iiber X ist gegeben durch

e eine nichtleere Menge S von Zusténden
e cine Relation R C S x S

e cine Interpretationsfunktion I: (X x S) — {W, F'})

In der Modallogik nennt man Zusténde gelegentlich auch mdgliche Welten.

Zustande und Zugénglichkeitsrelation zusammen, ohne die Interpretation I,
nennt man einen Kripke-Rahmen, R = (S, R).
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Definition 7.3 ( Auswertung der Formeln)

Sei K = (S,R,I), s € S ein Zustand, dann wird der Wahrheitswert einer
Formel A im Zustand s mit valcs(A) bezeichnet und wie folgt induktiv
definiert:

vals(0) = F
vals(P) = I(P)(s) fir Atome P
B F falls vals(A) =W
valy(=A4) = { W falls val,(A) =F
- Wie in der Aussagenlogik
val(Ao B) = { (wobei o eine aussagenlogische Verkniipfung ist)
W falls fiir alle s’ € S mit sRs’ gilt valy(A) = W
val,(B4) = { F  sonst ° W
falls ein s’ € S existiert mit sRs’
vals(CA) = und valy(A) = W
F  sonst

Wir sagen IC ist ein Modell der Formel A, wenn valys(A) = W fiir alle
ses.

Wenn K aus dem Kontext ersichtlich ist, schreiben wir vals(A) anstelle von
valc s)(A), wie in der vorangegangenen Definition schon geschehen.

Wir benutzen gleichberechtigt die alternative Schreibweisen:

(K,s) F A & wvalgs(A) =W
wenn K aus dem Kontext bekannt ist auch:
s E A & waly(A) =W
K E A & firallese Sgilt (K,s) A

Bemerkung 7.4

Bei den Zustédnden kommt es nicht etwa nur auf ihre Auswirkung auf val an,
d.h. es kann durchaus in einer Kripke Struktur K = (S, R, I) zwei verschiede-
ne Welten s, s € S geben, so daf fiir alle Atome p gilt vals, (p) = vals, (p).

Definition 7.5
A allgemeingiiltiy < val )(A) =W
fiir alle £ = (S, R, I) und alle s € S

A erfiillbar < es gibt eine Kripke-Struktur K = (S, R, I)
und ein s € S mit val s (A) = W.
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Man iiberzeugt sich leicht, dal wie in der klassischen Aussagenlogik gilt: A
allgemeingiiltig < —A unerfiillbar.

Lemma 7.6 (Allgemeingiiltige modale Formeln)
Alle Instanzen der folgenden modallogischen Schemata sind allgemeingiiltig.

1. Jede Tautologie ist allgemeingiiltig
0(A— B) — (DA — OB)

(DAANOB) +» O(AAB)

(DAvOB) — O(AV B)

OA < (—-0-A4)

CA + (-O-A)

(CAVOB) +» O(AV B)

O(ANB) = (CANOB)

(D(A— B)AO(B — A)) <> 0O(A <« B)

© % N o v N

—_
e

O0A— B) — (CA— OB)

Beweise
zu 1: Diese Aussage ist offensichtlich richtig. Wir geben eine Beispiel:

Beispiel 7.7
Die modallogische Formel (A und B seien aussagenlogische Atome)
(CAN-OB) - OA) — ((-(CAAN-OB) - OA) — OA)

1 ry 1 = E
ist eine Instanz des ausagenlogischen Schemas:
(P1—>P2)—>((_|P1—)P2)—>P2)

zu 2: Sei K = (S,R,I) eine beliebige Kripke-Struktur und s ein belie-
biger Zustand in S. Wir wollen s = O(A — B) — (OA — OB) zeigen.
Dazu geniigt es zu zeigen, daBl aus der Annahme s = O(A — B) folgt
s = OA — OB. Dazu geniigt es wiederum aus der zusitzlichen Annahme
s = OA auf s = OB zu schlieBen. Nach der Semantikdefinition besagen die
beiden Voraussetzungen, da8 fir alle s’ mit R(s,s’) gilt

s E A—B
s E A

Daraus folgt fiir alle s’ mit R(s, s’) auch s’ = B, d.h. s = OB, wie gewiinscht.
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zu 3: Die Definition dafiir, daB die linke Seite der Aquivalenz in einem
Zustand s eine Kripke-Struktur gilt lautet:

fir alle ' mit R(s,s) gilt s = A und
fiir alle ' mit R(s,s) gilt s’ = B

Die rechte Seite fiihrt zu
fir alle s’ mit R(s,s) gilt s = AA B

Die Aquivalenz ist jetzt klar ersichtlich.

zu 4: Aus
fir alle s’ mit R(s,s') gilt s’ = A oder
fir alle s’ mit R(s,s’) gilt ' = B

folgt sicherlich
fir alle s’ mit R(s,s’) gilt s = AV B

Die umgekehrte Implikation ist nicht allgemeingiiltig, sieche Abb.7.5(a).

zu 5: Nach Einsetzen der Semantikdefinition fiir beide Seiten erhalten wir
fir alle s’ mit R(s,s") gilt s = A
fiir die linke Seite und
es gibt kein s’ mit R(s,s’), so dafl s’ = A gilt.

fiir die rechte Seite. Offensichtlich sagen diese beiden Aussagen dasselbe.

zu 6: Folgt direkt aus 5. Damit meinen wir folgendes: Fiir = A anstelle von
A (schlieflich ist A eine Schemavariable) lautet 5 O-A <> ~O—-—A. Setzt
man das in der rechten Seite von 6 ein, so ergibt sich ¢ A <» =-—~O—--A. Nach
den offensichtlichen Vereinfachungen also die Tautologie CA < O A.

Nach demselben Muster kann man aus 5 und 3 auf 7 schlieBen. Ebenso folgt
8 aus 5 und 4. Die Aquivalenz 9 schliellich ist eine direkte Konsequenz aus

3.
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zu 10: Hier miissen wir noch einmal auf die Semantikdefinition zuriickgrei-
fen. Die linke Seite liefert

fiir alle s’ mit R(s,s’) gilt s = A — B
Um daraus auf die rechte Seite zu schliefen nehmen wir s = A an, d.h.
es gibt ein s’ mit R(s,s’) und s’ = A
Zusammengenommen erhalten wir
es gibt ein s’ mit R(s,s’) und s’ = B

. Was die Definition fir s = OB ist.

Die beiden letzten Beispiele in Lemma 7.6 zeigen auflerdem, daf} einer der
beiden Operatoren O, < ist entbehrlich ist. Es bilden also etwa {0, —, O}
eine Basis fiir die modale Aussagenlogik.

(32)A.-8B
@/ ﬁA@ @A
\

(a) Gegenbeispiel zu O(A V B) — (b) Gegenbeispiel zu OA — A
(0AVOB)

Abbildung 7.5: Gegenbeispiele

Definition 7.8
Sei A eine Formel und I" eine Menge von Formeln der modalen Aussagenlogik.

1. A ist eine logische Folgerung aus I', in Symbolen I' F A, gdw

fiir alle Kripke-Strukturen X und jede Welt s von K gilt:
wenn (I, s) =T dann auch (K,s) F A

2. A ist allgemeingiiltic wenn () - A

Eine Variante wird als Definition 7.15 in Ubungsaufgabe 7.5.2 betrachtet.
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7.3

Eigenschaften von Kripke-Rahmen

Die Formel OA — A ist nicht allgemeingiiltig, siche Abb.7.5(b) fiir ein Ge-
genbeispiel. Die Formel ist dagegen wahr in allen Kripke-Strukturen K =

<S7 R7

I) mit reflexivem Kripke-Rahmen (S, R). Wir nennen die gesamte

Kripke-Struktur oder den ganzen Kripke-Rahmen reflexiv, wenn R eine re-
flexive Relation auf S ist.

Das ist nur die Spitze eines Eisbergs. Der Begriff der Allgemeingiiltigkeit

kann

auf die verschiedensten Teilklassen von Kripke-Strukturen relativiert

werden.

Lemma 7.9 (Relative Allgemeingiiltigkeit modaler Formeln)
In den folgenden Formeln ist A eine aussagenlogische Variable.

1.

In der Klasse aller reflexiven Kripke-Strukturen ist allgemeingiiltig:
0A— A

. In der Klasse aller transitiven Kripke-Strukturen ist allgemeingiiltig:

0OA — OOA

. In der Klasse aller symmetrischen Kripke-Strukturen ist allgemeingiiltig:

A—OCA

. In der Klasse aller dichten Kripke-Strukturen ist allgemeingiiltig:

O0A — OA
Dabei heifit eine Kripke-Struktur (S, R, I') dicht, wenn fiir alle ¢;,t, € S
mit R(t,t5) eine Welt t3 € S existiert mit R(tq,t3) und R(t3,ts).

. In der Klasse aller partiell funktionalen Kripke-Strukturen ist allge-

meingiiltig:

CA — DA

Dabei heifit eine Kripke-Struktur (.S, R, I) partiell funktional, wenn fiir
alle s,t1,ty € S mit R(s,t1) und R(s,ts) folgt t; = ts.

. In der Klasse aller endlosen Kripke-Strukturen ist allgemeingiiltig:

O0A — CA
Dabei heifit eine Kripke-Struktur (S, R, I') endlos, wenn fiir jedes s € S
ein ¢ existiert mit R(s,t).

Beweise

zu 1:

Gilt s = OA, dann gilt fiir alle s mit R(s, s’) nach Definition s’ = A.

Wegen der Reflexivitat von R gilt insbesondere R(s, s). Also s = A.
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zu 2: Gelte s = OA, d.h. fiir alle s’ mit R(s,s') gilt s’ = A. Wir wollen s |=
OOA zeigen. Seien also beliebige s, so gegeben mit R(s, s;) und R(sy, S2),
dann miissen wir sy |= A zeigen. Wegen der Transitivitit von R gilt aber
unter diesen Voraussetzungen schon R(s, s3) und damit nach Voraussetzung

S9 ):A

zu 3:  Gelte s = A. Wir wollen s = OO A zeigen. Dazu betrachten wir eine
beliebige Welt ¢ mit R(s,?) und suchen ein s’ mit R(¢,s’) und s’ = A. Da R
als symmetrisch vorausgesetzt ist, leistet s’ = s das Gewtinschte.

zu 4: Gelte t; = OOA. d.h. fir alle ¢35,y mit R(ty,t3) und R(t3,t2) gilt
to E A. Wir wollen zeigen, dal auch ¢; | OA gilt, d.h. fiir alle ¢t mit
R(t1,ty) ist ty = A zu zeigen. Wegen der Dichtheit gibt es ein t3 mit R(tq,t3)
und R(t3,t2), so dafl aus der Voraussetzung tatséchlich ¢5 = A folgt.

zu 5: Gelte s = CA, d.h. es gibt ¢t mit R(s,t) und t = A. Wir miissen
s = OA nachweisen. Sei dazu t eine beliebige Welt mit R(s,t'). Gilt ¢’ = A?.
Wegen der partiellen Funktionalitéitseigenschaft mufl ¢ = ¢’ gelten, und wir
sind fertig.

zu 6: Gilt s = OA, dann gilt fiir alle t mit R(s,t) definitionsgemaf ¢ = A.
Das schliefit im allgemeinen auch den Fall ein, daB kein ¢ mit R(s,t) existiert.
Wegen der vorausgesetzten Endlosigkeit gibt es aber in der vorliegenden Si-
tuation mindestens ein solches ¢. Somit ist s = A gezeigt.

Fiir die verschiedenen Klassen von Kripke-Strukturen und die dazugehérigen
Logiken hat sich eine bizarre wenig systematische Bezeichungskonvention eta-
bliert:

die Klasse K aller Kripke-Strukturen

die Klasse T aller reflexiven Kripke-Strukturen

die Klasse A4 aller transitiven Kripke-Strukturen

die Klasse S4 aller reflexiven und transitiven Kripke-Strukturen

die Klasse S5 aller transitiven und symmetrischen Kripke-Strukturen.
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Die in Lemma 7.9 aufgelisteten Formeln sind so gewihlt, dafl sie die Klasse
von Kripke-Strukturen, fiir die sie allgemeingiiltig sind, in einem gewissen
Sinne charakterisieren. Die naive Vermutung, dafl fiir eine Kripke-Struktur
K= (S, R,I) mit s F OA — OOA fiir alle s € S, schon die Transitivitéit von
(S, R) folgen wiirde, ist falsch. Ganz unabhéngig von (S, R) wird s = OA —
O0A wahr, wenn wir nur I(A,s) = W wihlen fiir alle s € S. Die folgende
Definition beschreibt den richtigen Zusammenhang.

Definition 7.10
Sei R eine Klasse von Kripke-Rahmen, und A eine Formel der Modallogik.

A charakterisiert die Klasse R genau dann, wenn fiir alle Kripke-Rahmen
(S, R) gilt

fir alle 7 gilt (S,R,I) E A

gdw

(S,R) e R

Lemma 7.11 (Charakterisierungen)
In den folgenden Formeln ist A eine aussagenlogische Variable.

1. Die Formel OA — A charakterisiert die Klasse der reflexiven Kripke-
Rahmen.

2. Die Formel OA — OOA charakterisiert die Klasse der transitiven
Kripke-Rahmen.

3. Die Formel A — OOA charakterisiert die Klasse der symmetrischen
Kripke-Rahmen.

4. Die Formel OOA — OA charakterisiert die Klasse der dichten Kripke-
Rahmen.

5. Die Formel A — OA charakterisiert die Klasse der partiell funktio-
nalen Kripke-Rahmen.

6. Die Formel OA — ©A charakterisiert die Klasse der endlosen Kripke-
Rahmen.

Beweise In allen Beweisen ist eine Implikationsrichtung schon durch Lem-
ma 7.9 abgedeckt. Wenn z.B. (S, R) transitiv ist, dann gilt fiir alle I schon
(S,R,I) E OA — OOA. Im folgenden wird immer nur die verbleibende
Richtung behandelt.
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zu1l: Wir wollen zeigen, daf jeder Kripke-Rahmen (S, R), fiir den (S, R, I) =
OA — A fiir alle I gilt, reflexiv ist. Wir benutzen hier, wie in allen nach-
folgenden Fillen, Beweis durch Widerspruch: Angenommen (S, R) ist nicht
reflexiv, dann gibt es ein I, so daf§ (S, R,I) i~ OA — A. Wenn (S, R) nicht
reflexiv ist, dann gibt es ein sy € S mit ~R(sg, Sg). Wir definieren eine Inter-

pretation I durch
| W falls s # sg
I(A,s) = { F falls s = s

Nach dieser Definition gilt fir £ = (S, R,I) einerseits (K,sp) K& A und
andererseits (I, sg) = OA. Also insgesamt (K, so) f£ OA — A.

zu 2: Dieser Teil lauft, wie alle folgenden, nach demselben Muster ab, wie
der erste. Wir fassen uns deswegen etwas kiirzer.

Wenn ein Rahmen (.S, R) nicht transitiv ist, dann gibt es s, s2, s3 € S mit
R(s1,s92) und R(sq, s3) aber ~R(s1, s3). Wir definieren eine Interpretation [

durch
W falls R(s1,s)

I(4,s) = { F  falls sonst

Nach dieser Definition folgt sofort s; = OA. AuBerdem gilt s3 = —A. Da s3
in zwei R-Schritten von s; aus erreichbar ist, haben wir auch s; = —-OOA.
Insgesamt s; = —(0A — OOA).

zu 3: Wenn ein Rahmen (S, R) nicht symmetrisch ist, dann gibt es s, 5 €
S mit R(s1,s2) und —R(ss, s1). Wir definieren eine Interpretation I durch

| W falls s =54
I(4,s) = { F falls sonst

Trivialerweise gilt s; = A. Fiir sy gibt es entweder tiberhaupt kein s mit
R(sa,s) oder fiir alle s mit R(sq,s) gilt s = —A. Das heifit aber sy = =CA
und somit auch s; = ~OCA. Zusammengenommen erhalten wir den Wider-
spruch s; | —(A — OCA).

zu4: Ist (S, R) kein dichter Kripke-Rahmen, dann gibt es t, t, mit R(t1, t2),
so dafl kein t3 existiert mit R(t1,t3) und R(t3, ). Wir definieren eine Inter-
pretation I durch

W falls s = t; und es gibt sq, s9
I(A,s) = mit R(t1,s1) und R(sq, s2)
F  falls sonst
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Unmittelbar aus der Definition von I folgt s = OOA. Andererseits gilt t5 =
—A, also auch t; = —-OA.

zu 5:  Ist (9, R) nicht partiell funktional, dann gibt es sq, o, $3 mit R(s1, s2),
R(s1,$2) und s; # so. Wir definieren eine Interpretation I durch

| W falls s =54
I(A,s) = { F falls sonst

Somit gilt s; = OA und s; = —OA. Insgesamt also s; = (CA — OA)

zu 6: Ist (S, R) nicht endlos, dann gibt es s; € S mit = R(sq,s) fiir alle
s € S. Fiir jede beliebige Formel C' gilt dann offensichtlich s; = OC und
s1 = ~<OC. Insbesondere s1 = —(0A — CA).

7.4 Entscheidbarkeit modaler Logiken

Die Erfiillbarkeit einer Formel der klassischen Aussagenlogik kann in endli-
che vielen Schritten entschieden werden. Schlimmstenfalls probiert man alle
moglichen Interpretationen der vorkommenden aussagenlogischen Variablen
aus. Um die Erfiillbarkeit einer Formel A der modalen Aussagenlogik nach-
zuweisen mufl man eine Kripke-Struktur K = (S, R, I) angeben, so dafl A in
einer Welt s € S wahr ist. Ein einfaches Durchprobieren aller Moglichkeiten
ist nicht mehr moglich, da die Anzahl der Welten in S beliebig grofl sein
kann. Wir wollen in diesem Unterabschnitt zeigen, dafl die meisten moda-
len Aussagenlogiken dennoch entscheidbar sind. Der entscheidende Schritt
besteht darin, eine obere Schranke fiir die Anzahl der moglichen Welten in
einer erfiillenden Kripke-Struktur aus der Grofide Formel A herzuleiten.

Das zentrale Konzept auf dem Weg dorthin ist die Filtration.

Definition 7.12 (Filtration)
Sei K = (G, R,v) eine Kripke Struktur und I" eine Menge von Formeln der
modalen Aussagenlogik.

Die Aquivalenzrelation ~p auf G wird definiert durch:

gr~rhgdw (K,g) FA< (K,h) EAfirale Ael
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Fiir g € G bezeichnen wir mit [g] die Aquivalenzklasse von g beziiglich ~rp,
ie. [g] = {h € G| g ~r h}. Die Kripke Struktur Kr = (Gr, Rr, vr) ist wie
folgt definiert

Gr = {lgl g€ G}

[g]RF[h] And EI.gO € [g]ﬂho € [h](goRho)

ur(lgl,p) = wv(g,p) firpe T
vr(lgl,p) = beliebig sonst

Kr heifit eine Filtration von K beziiglich T'.

Lemma 7.13
1. Sei I' eine Menge von Formeln der modalen Aussagenlogik, abgeschlos-
sen unter Teilformeln, dann gilt fiir alle A € I' und alle g € G

(K, 9) = A gdw (Kr, [g]) = A
2. Ist I endlich mit #I" = n, dann ist #Gr < 2™

Beweis:

(1) Der Beweis geschieht durch Induktion iiber den Formelaufbau von A.
Ist A eine Aussagenvariable, dann folgt die Behauptung aus der Definition
von vr und der Aquivalenzrelation ~1. Wir betrachten nur noch den Induk-
tionsschritt von B auf OB. Gelte (Kr, [¢]) = OB. Dann gilt fiir alle h € G
mit [g]Rr[h] auch (Kr, [h]) = B. Nach Induktionsvoraussetzung folgt damit
fir alle h € G mit [g]Rr[h] auch (K,h) = B und damit auch fiir alle h € G
mit gRh ebenfalls (K, h) = B, also auch (K, g) = OB. Gelte jetzt umgekehrt
(K, g) = OB. Wir betrachten g, h € G mit [g]Rr[h]. Nach Definition gibt es
o, ho € G mit g9 ~r g, ho ~r h und goRhy. Nach Definition von ~r gilt
auch (K, go) = OB und damit auch (I, hy) = B. Woraus mit der Definition
von ~r wieder (IC, h) = B folgt. Nach Induktionsvoraussetzung erhalten wir
weiter (Kr, [h]) = B. Insgesamt ist damit fiir alle [h] € Gr mit [g]Rr[h] die
Giiltigkeit von (Kr, [h]) E B gezeigt und damit (Kr, [¢]) E OB

(2) Enthilt T' n Formeln, so kann es hochstens 2" Aquivalenzklassen von
~r geben.

Satz 7.14
Die modale Aussagenlogik K ist entscheidbar, d.h. es gibt einen Algorithmus,
der fiir jede Formel A entscheidet, ob A eine K-Tautologie ist oder nicht.
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Beweis: Sei I' die endliche Menge aller Teilformeln von —A. Wenn —A
iiberhaupt erfiillbar ist, dann nach Lemma 7.13 auch in einer Kripke Struktur
mit hochstens 2" Welten, wobei n die Kardinalitdt von I' ist. Alle Kripke
Stukturen mit hochstens 2™ Welten lassen sich endlich aufzidhlen, und es ist
fiir jede dieser Strukturen entscheidbar, ob = A in ihr wahr ist oder nicht.

7.5 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 7.5.1
Zeigen Sie die folgenden Behauptungen:

1. In der Klasse aller reflexiven Kripke-Strukturen sind allgemeingiiltig:

A— CA

2. In der Klasse aller transitiven Kripke-Strukturen sind allgemeingiiltig:
COA — OA

3. In der Klasse aller symmetrischen Kripke-Strukturen sind allgemeingiiltig:
COA — A.

4. In der Klasse aller transitiven und symmetrischen Kripke-Strukturen
sind allgemeingiiltig:
OOA — OA

Ubungsaufgabe 7.5.2

Die in Definition 7.8 definierte Folgerungsbeziehung wird genauer die lokale
Folgerungsbeziehung genannt. Fiir die Zwecke dieser Ubungsaufgabe schrei-
ben wir deutlicher I' F* A anstelle von I' = A. Es gibt noch eine zweite
Moglichkeit eine Folgerungsbeziehung, die globale Folgerungsbeziehung, zu
definieren.

Definition 7.15
Sei A eine Formel und I" eine Menge von Formeln der modalen Aussagenlogik.

A ist eine globale logische Folgerung aus I', in Symbolen I' F¢ A, gdw
fiir alle Kripke-Strukturen /C gilt:

wenn fir jede Welt s von K gilt (K, s) =T

dann gilt fiir jede Welt s auch (IC,s) = A

1. Zeigen Sie, dal ) F A genau dann gilt wenn () F& A gilt.
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2. Zeigen Sie, dafl aus I' F A stets I' F¢ A folgt.

3. Finden Sie ein Beispiel, so dafi I' F¢ A gilt aber nicht I' F* A.

Ubungsaufgabe 7.5.3
Sei K = (5, R, I) eine Kripke-Struktur und 7" C S eine Teilmenge von S mit
der folgenden Abschlufleigenschaft

fiir alle s, so mit s; € T und R(sy, so) gilt s € T

Wir definieren eine Teilstruktur K = (T, Ry, I7) von K wobei Ry und Iy die
Einschrénkungen von R und I auf die Teilmenge 7" sind, d.h. fiir 51,5, € T
gilt:

Rr(s1,s2) gdw  R(sq,s2)

Ir(P,s1) gdw I(P,s)

fiir jedes aussagenlogische Atom P.

Zeigen Sie fiir jedes s € T und fiir jede modallogische Formel A
(K,s) E Agdw (Kr,s) = A

Wir geben zur Illustration ein Beispiel fiir eine Teilmenge 7" C S mit der
gewiinschten Abschluleigenschaft. Sei dazu sy € S. Dann sei Sy die Menge
der von sg aus via R erreichbaren Welten:

So = {s€S|esgibt nund es gibt s; fir 0 <i<n
mit R(s;, Si+1) fir 0 <i < nund s, = s}

Ubungsaufgabe 7.5.4
Ist A eine modallogische Formel so stehe 0" A fiir die Formel O...0 A und

n-mal
A* fiir die Formelmenge {O0"A | 0 < n}

Zeigen Sie:
AFY B gdw A* ' B

Ubungsaufgabe 7.5.5

Definition 7.16
Sei A eine modallogische Formel. Die negationsduale Formel B zu A wird
erhalten, in dem jedes aussagenlogsiche Atom p in A durch —p ersetzt wird.
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Zeigen Sie: Ist A eine charakterisierende Formel fiir die Klasse R von Rah-
men, dann ist auch die negationsduale Formel B eine charakterisierende For-
mel fiir R.

Ubungsaufgabe 7.5.6
Bestimmen Sie die negationsdualen Formeln zu

1. 0A— A

2. OA - 0O0A
3. A—-0CA
4. OA—UOA

Ubungsaufgabe 7.5.7

Wir nennen einen Kripke-Rahmen (S, R) Euklidisch wenn er die Formel
VaVyVz(R(x,y) A R(z, z) — R(y, 2)) erfiillt.

Beweisen Sie, da3 die modallogische Formel Op — OCp die Klasse der Eu-
klidschen Rahmen charakterisiert.

Ubungsaufgabe 7.5.8
Wir nennen einen Kripke-Rahmen (S, R) schwach konfluent wenn er die For-
mel VaVy(R(x,y) — 3z(R(z, 2) A R(y, z))) erfiillt.

Finden Sie eine modallogische Formel, welche die Klasse der schwach konflu-
enten Rahmen charakterisiert.

Offensichtlich ist jede reflexive, symmetrische Relation R auch schwach kon-
fluent, die Umkehrung muf} jedoch bei weitem nicht gelten.
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Kapitel 8

Temporale Logik
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In den bisher betrachteten Logiken wird davon ausgegangen, daf3 die Wahr-
heit oder Falschheit von Aussagen unverianderlich ist. Besonders augenfillige
Situationen, in denen diese Annahme nicht zutrifft, sind Situationen, die,
vielleicht sogar sehr kurzfristigen, zeitlichen Anderungen unterworfen sind.
Temporale Logiken, die wir in diesem Kapitel behandeln werden, sind spe-
ziell darauf zugeschnitten. Es gibt sehr viele Varianten temporaler Logiken.
Die grofite Bedeutung haben aussagenlogische Temporallogiken. Wir wollen
uns hier mit einem einfachen Beispiel begniigen, mit der linearen tempora-
len Logik, LTL. Eine umfassendere Darstellung findet man in dem Skriptum
P. ScamiTT ,Nichtklassische Logiken*.

Die temporale Logik LTL, die wir betrachten wollen, ist eine spezielle mo-
dale Logik. Das gesamte Rahmenwerk aus dem vorangegangen Kapitel 7.1
wird wieder benutzt, insbesondere wird es in LTL wieder modale Operato-
ren geben, sogar mehr als bisher, und zur Erklarung der Semantik werden
wieder Kripke-Strukturen IC = (S, R, I') benutzt. Im allgemeinen werden fiir
die Semantik von LTL sogenannte Zeitstrukturen verwendet.

Definition 8.1

Eine Zeitstruktur ist von der Form 7 = (S, R, I), wobei R eine strikte Qua-
siordnung (siehe Def.1.1 Punkt 1.1) ist. Wir schreiben dann auch suggestiver
< anstelle von R und nennen die Elemente s der Menge S Zeitpunkte.

Mit Hilfe von Zeitstrukturen lédsst sich auch ein kontinuierlicher Zeitverlauf
modellieren. Als abstrakte Zeitpunkte kann man z.B. die Menge der reelen
oder rationalen Zahlen benutzen. Zeitstrukturen miissen nicht notwendiger-
weise einen Anfangspunkt haben. Das ist hilfreich, wenn man nicht nur unbe-
grenzt viele zukiinftige Zeitpunkte, sondern auch unbegrenzt viele Zeitpunkte
in der Vergangenheit betrachten mochte.

Wir sagen Zeitpunkt ¢ ist ein unmittelbarer Nachfolger des Zeitpunktes s,

in Zeichen s < t, wenn s < t gilt und keinen Zeitpunkt s, existiert mit
5 < 8¢ < t. In Zeitstrukturen mufl nicht jeder Zeitpunkt einen unmittelbaren
Nachfolger besitzen.

Omega-Strukturen sind der Spezialfall von Zeitstrukturen, in denen die Qua-
siordnung (5, R) gleich (N, <) ist. Details werden in der nachfolgenden Defi-
nition 8.3 gegeben.
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8.1 Lineare Temporale Logik (LTL)

Definition 8.2 (LTL-Formeln)
Sei ¥ eine Menge aussagenlogischer Atome. Die Menge LT LFor (bzw. ge-
nauer LT LFory, falls erforderlich) der LTL-Formeln ist definiert durch

1. ¥ C LTLFor
2. 1,0 € LT LFor

3. Liegen A, B in LT LFor, dann auch alle aussagenlogischen Kombina-
tionen von A und B.

4. fir A, B € LT LFor gilt auch

Die Symbole O, &, X und U heiflen temporale Modaloperatoren. Die
Notation fiir die temporalen Modaloperatoren ist leider nicht einheitlich. So
finden man auch die folgenden Varianten

G A fir OA
FA fir ©A
Auntil B fir AUB
oA fir XA

Fiir die Semantik von LTL benutzten wir omega-Strukturen.

Definition 8.3
Eine omega-Struktur R = (N, <, ) fiir eine aussagenlogische Signatur P
besteht aus der geordneten Menge der natiirlichen Zahlen

(N, <)
interpretiert als Menge abstrakter Zeitpunkte und einer Funktion
£:N—=2P
mit der Intention

p € &(n) < in R ist p zum Zeitpunkt n wahr
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Fiir € : N — 2P und n € N steht &, fiir das bei n beginnende Endstiick von
¢. In Zeichen

&n(m) = £(n +m)
Inbesondere gilt &, = €.

Szenarium fiir CJA

A

Szenarium fur 0 A

A °

Szenarium fir A U B

B
A

Abbildung 8.1:

Definition 8.4 (Semantik von LTL-Formeln)
Sei R = (N, <, €) eine omega-Struktur undA eine LT L Formel.

EEDp gdw pe&(0) (pein AL Atom)

¢ = op(A, B) fiir aussagenlogische Kombinationen op(A, B)
von A und B wie {iblich

£ = OA gdw firallen e Ngilt &, = A

EECA gdw es gibt ein n € Nmit &, = A

EEAUB  gdw esgibtn € Nmit §, = B und
firalle m mit 0 <m<ngilt &, F A
(EXA gdw & A

Beispiel 8.5

EEOCXp gdw & FEXp fireinneN
gdw (&)1 Ep fireinnéeN
gdw &, FEp fireinnéeN

EEXOp gdw & EOp
gdw (&), Ep fireinneN
gdw &4, FEp fireinnéeN
Die beiden Beispiele zeigen auch, dal ¢X p < X Op in allen omega-
Strukturen wahr ist.
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In Abbildung 8.1 ist der Versuch zu sehen, die Bedeutung der temporalen
Operatoren graphisch darzustellen.

Das néchste Lemma zeigt, dafl die beiden Operatoren O und < in der Defi-
nition 8.2 héitten eingespart werden kénnen.

Lemma 8.6
Die folgenden Aquivalenzen gelten in allen Zeitstrukturen:

CA—1U A
DA(—)ﬁ(lU—!A)

Beweis: Einfach.

Dieses Lemma zeigt, dafl man in LTL allein mit dem Operator U aus-
kommen kann. In der Literatur treten zusétzlich auch die Operatoren U,
und V auf, deren Semantik wir uns kurz anschauen wollen. U,, heifit der
schwache until-Operator wahrend fiir 'V kein gebrduchlicher Name existiert.

Definition 8.7 (Zusitzliche Operatoren)

EE=AU, B gdw firallen e Ngilt &, = (AA—B) oder
es gibt n € N mit &, = B und
firalle m mit 0 <m<ngilt§, F A

EEAV B gdw ¢ Bund fir alle n € N gilt
falls &, = =B dann gibt es ein m mit
0<m<nund§, A

Siehe Abbildung 8.2 fiir eine Visualisierung des temporalen Operators V .

Szenarien fir A V B

Abbildung 8.2:
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Lemma 8.8
Fiir alle omega-Strukturen gilt:

1. AUB+ AU, BAOB
2. AU, B+ AU BVO(AA—DB)

w

. AV B+ —(-AU -B)
4. AUB <+ (BV(AANX (AU B)))
5. AVB« (BANA)V(BAX (AV B))

Beweise:

zu 1 Folgt direkt aus den Definitionen.

zu 2 Einfach.

zu 3 Wir inspizieren die rechte Seite. Es gibt zwei Moglichkeiten, daf eine
U -Aussage in einer omega-Struktur £ fehlschlagen kann. Erstens, wenn zu
keinem Zeitpunkt das zweite Argument wahr wird und zweitens, wenn es
zwar einen Zeitpunkt gibt, zu dem das zweite Argument wahr ist, aber fiir
jeden solchen Zeitpunkt t zwischen jetzt und ¢ ist nicht immer das erste
Argument wahr. Fiir die vorliegende Formel ergeben sich die beiden folgenden
Moglichkeiten

1. fiir alle n gilt &, = B

2. fiir alle mit n mit &, = —B gibt es ein m mit 0 < m < n und &, | A.

Somit gilt auf jeden Fall {§, = £ = B. Im ersten Fall ist das klar. Im zweiten
Fall wiirde §, = =B zu dem Widerspruch fiihren, dafl ein m existieren soll
mit 0 < m < 0. Damit ist die erste Forderung von £ = A V B gezeigt. Der
zweite Teil der Definition von £ = A V B folgt unmittelbar.

Der Beweis der umgekehrten Implikation ist leicht nachzuvollziehen.
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zu 4 Wir betrachten ein £ mit £ = A U B. Wir unterscheiden die beiden
Fille ¢ = B und ¢ = —B. Im ersten Fall kann man nichts weiter schlieffen,
¢ = B reicht ja schon aus um { = A U B wahr zu machen. Im zweiten
Fall muf auf jeden Fall £ = A gelten und & = A U B, was gleichbedeutend
mit £ = X (A U B). Das erledigt die Implikatin von links nach rechts. Die
inverse Implikation folgt ebenso einfach.

zu 5 Nehmen wir zundchst £ = AV B an. Falls { F BAX (AV B)
gilt dann gilt trivialerweise die recht Seite. Betrachten wir also den Fall £ |=
“(BAX (AV B)). Das heifit £ = =BV -X (AV B)). Nach Annahme gilt
¢ E AV B, woraus auf jeden Fall £ = B folgt. Unsere Annahme reduziert
sich damit auf £ = =X (A V B). Das kann aus zwei Griinden passieren

1.4 E-B

2. & F B, es gibt n > 1 mit &, = -B und es gibt kein 1 < m < n mit
En b= A

Im ersten Fall mufl es wegen £ = AV B ein j geben mit 0 < j < 1 und
;= A. Fiir j bleibt also nur j = 0, d.h. £ |= A. Im zweiten Fall folgt wieder
aus £ = AV B die Existenz eines j mit 0 < j < n mit § = A. Wieder
bleibt unter den Annahmen dieses Falles 7 = 0 als einzige Moglichkeit. Da
schlieBlich noch ¢ |= B aus{ = AV B folgt haben wir tatsdchlich £ = (BAA)
gezeigt.

Gelte jetzt die rechte Seite £ = (BAA)V (BAX (AV B)). Es ist einfach
zu sehen, dafl sowohl aus € = (B A A) als auch aus £ = (BAX (AV B))
folgt ¢ = AV B.

8.1.1 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 8.1.1
Wir betrachten die folgende Definition eines neuen temporalen Operators
Ut :
EEAUT B gdw esgibt n € Nmit 0 <n und &, = B und
fir alle m mit 0 <m <n gilt &, F A

1. Driicken Sie U* im Vokabular von LTL aus.

2. Definieren Sie U und X durch UT .
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ﬁlega—Strukturen \

N 0 1 2 e n n+1
L L

2% £0) &) &2) ... &) &+l

omega-Worter

N 0 1 2 e n n+1
Lo L

Q w(0) w(l) w2) ... wn) wh+1l) J

Abbildung 8.3: Korrespondez zwischen omega-Srukturen und omega-
Woértern

Ubungsaufgabe 8.1.2
Sei p ein aussagenlogisches Atom. Geben Sie eine LTL-Formel A,,, so daf
fiir jedes & gilt

EE= Ay gdw  (p €&(n) & nist gerade)

Ubungsaufgabe 8.1.3
Zeigen Sie, dafl die folgenden LTL-Formeln in allen Omega-Strukturen wahr
sind

1. ~«(BUC)+ -C U, (-C A-B)
2. ~(B U, C) + —C U (=C A —B)
3. BUC+ CV(BAX (BUUQ))
4. OB+ (BV X ©B)
5. OB+ (BA X OB)

Ubungsaufgabe 8.1.4

Definition 8.9

Sei € eine omega-Struktur zur aussagenlogischen Signatur Y. Ein Stotter-
schritt ist ein Paar von aufeinander folgenden Zeitpunkten, n, n + 1, welche
dieselben Atome aus ¥ erfiillen, i.e. fiir alle p € X gilt {(n) Ep < &(n+1) E
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Abbildung 8.4: Die Abbildung an

p. Das ist nach Definition 8.3 gleichbedeutend mit £(n) = {(n+1). Mit sf ()
bezeichnen wir die omega-Struktur, die aus £ entsteht, indem alle Stotter-
schritte entfernt werden. Wir miissen allerdings eine Ausnahme machen fiir
den Fall, dafl von einer Stelle an in £ nur noch Stotterschritte auftreten. Diese
bleiben dann erhalten.

In Formeln heifit das: Es gibt eine Funktion an : N — 2N, so daf fiir alle n
gilt
1. fiir ny < ng gilt fiir alle k; € an(ny), ko € an(ny) stets ky < ko

2. fir alle n und alle k1, ko € an(n) gilt £(ky) = €(ka) = sf(€)(n),

3. fiir alle n fiir die an(n) endlich ist gilt fiir alle k; € an(n), ko € an(n+1)
stets {(k1) # £(k2),

4. fiir alle n, so daBl an(n) unendlich ist gilt an(n) = an(m) fur alle n > m,
5. Upenan(n) =N

Zwei omega-Strukturen & und & heiflen stotterdquivalent falls sf(&) =

sf(&2) gilt.

Zeigen Sie, daB fiir zwei stotterdquivalent omega-Strukturen &;, & und jede
temporallogische Formel F', in der der Operator X nicht vorkommt, gilt:

GEF glw &EF
Man sagt in diesem Fall, F' ist eine stotterinvariante Formel.

Ubungsaufgabe 8.1.5
Zeigen Sie, dafl die Aquivalenzen 1 bis 3 aus Lemma 8.8 auch fiir alle Zeit-
strukturen gelten.
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Ubungsaufgabe 8.1.6

In der Definition 8.4 von ¢ = A auf Seite 270 wird in den rekursiven Schritten
die omega-Struktur £ gedndert, sie wird z.B. ersetzt durch &,. Eine Alternati-
ve dazu wire die Definition von (£,n) = A mit der intuitiven Bedeutung, die
Formel A ist wahr zum Zeitpunkt n in der omega-Struktur £. Wir haben uns
fiir die Textversion entschieden, weil sie geringfiigig weniger Schreibaufwand
verursacht. Wie wiirde die rekursive Definition fiir die Alternative ({,n) = A
aussehen?

Ubungsaufgabe 8.1.7
Finden Sie eine LTL Formel F' | die genau dann in einer omega-Struktur &
wahr ist, wenn fiir jeden Zeitpunkt ¢y, in dem p wahr ist, gilt:

1. Es gibt einen Zeitpunkt ¢; an dem ¢ wahr ist und zwischen ¢, und ¢,
ist ¢ nicht wahr, und

2. es gibt einen Zeitpunkt ¢; an dem r wahr ist und zwischen ¢y und ¢, ist
r nicht wahr, und

3. tl < tz ist.

Ubungsaufgabe 8.1.8
Finden Sie eine LTL Formel F' | die genau dann in einer omega-Struktur &
wahr ist, wenn gilt

1. nach jedem Zeitpunkt ¢y, in dem p gilt, kommt ein Zeitpunk ¢; mit
tg < t1, in dem ¢ wahr ist und

2. gilt ein einem Zeitpunkt ¢ die Aussage p, dann gibt es bis zum néchsten
Zeitpunkt tq, tg < t; zu dem ¢ wahr ist, genau einen Zeitpunkt, in dem
r wahr ist.

Ubungsaufgabe 8.1.9
Zeigen Sie, dafl die folgenden Formeln Tautologien sind, genauer, daf sie in
allen omega-Strukturen wahr sind.

1. AVB)UC«~ C V (BU(CAN(AV B))) V (BU(AANBAXC))
2. (DA) U B+ BV (OAACB)
3. (CVvVOA)UB+«+ BV(CUB)V(CU(DAAOCB))
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Ubungsaufgabe 8.1.10

Jede LTL-Formel F', welche neben den aussagenlogischen Operatoren die
temporalen Operatoren U, V , X 0O und < benutzt, lasst sich leicht in eine
aquivalente Negationsnormalform transformieren, dh. in eine Formel, in der
Negationszeichen nur vor atomaren Formeln vorkommen. Man braucht nur
wiederholt die Tautologien ~(A U B) <» AV =B, =(AV B) <+ -AU —-B,
-0A + O—-A, =0OA & O0-A4 und - X A < X—-A anzuwenden.

Frage: Kann es zu jeder Formel auch eine dquivalente Negationsnormalform
geben, in der der Operator V nicht vorkommt?

Zeigen Sie, daf die folgende Formel in allen omega-Strukturen wahr ist.
AV B+~ OBV (BU (AAB))

Jetzt klar, dal die Antwort auf obige Frage Ja ist. Man transformiert F
zuerst, wie gehabt, in eine Negationsnormalform. Die darin vorkommenden
V' Operatoren eliminiert man mit der gerade gezeigten Tautologie, wobei
man beachtet, dafl dabei keine neuen Negationszeichen eingefiihrt werden.

Ubungsaufgabe 8.1.11
Zeigen Sie, dafl die folgende Formel eine LTL-Tautologie ist

(AUB)UC = CV(AVB)U (BANX C)V(CAN(AU B)))
fiir beliebige LTL-Formeln A; B, C.

Ubungsaufgabe 8.1.12
Zur Formulierung dieser Ubungsaufgabe brauchen wir zunéchst zwei Defini-
tionen.

Definition 8.10
Die Klasse le LT L der linkseinfachen LTL-Formel ist induktive definiert durch:

1. jedes ausagenlogische Literal liegt in leLT'L,
2. liegen Fy, F5 in leL'TL, dann auch Fy A Fy und Fy V Fy,

3. ist Fin leLTL und G eine beliebige LTL-Formel, dann ist auch ' U G
in leLTL.

Definition 8.11
Wir sagen, dafl eine LTL Formel F' die Diskunktioneigenschaft hat, wenn
fiir jede omega-Struktur ¢ fiir die £ = OF gilt, auch gilt &' &= O(F V a),
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wobei a ein aussagenlogisches Atom ist, das in F' nicht vorkommt und die
omega-Struktur & definiert ist durch

] &(@2m) fallsn=2m
§i(n) = { {a}  fallsn=2m+1

mufl noch vervollstandig werden
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Kapitel 9

Stiarkere Logiken
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9.1 Pradikatenlogik zweiter Ordnung

Bemerkung 9.1

Die Pradikatenlogik der zweiten Ordnung, kurz PL2, unterscheidet sich da-
durch von der PL1, daf8 es nun auch Variable (iiber die man quantifizieren
kann) fiir Funktionen und Prédikate gibt. In der vollen Ausbaustufe hétte
man also zu jeder Stelligkeit von Pradikaten unendlich viele Pridikatenvariable,
und entsprechend Funktionsvariable. Zusétzlich kann die Signatur fest zu in-
terpretierende Symbole fiir Operatoren verschiedenen Typs enthalten: z. B.
fiir Funktionale, die Funktionen auf Funktionen abbilden; fiir Relationen (be-
stimmter Stelligkeit) iiber Relationen (bestimmter Stelligkeiten) und/oder
Funktionen (bestimmter Stelligkeiten), etc.. Wir werden das hier nicht wei-
ter ausfithren. Es zeigt sich namlich, daf§ die kennzeichnenden Phénomene
der zweiten Stufe bereits bei einem eher bescheidenen sprachlichen Rahmen
auftreten (und trivialerweise bei Erweiterung erhalten bleiben).

Wir beschranken uns im folgenden auf Sprachen zweiter Ordnung, bei denen
zusétzlich zur Ausstattung der PL1 noch Variable fiir einstellige und fiir
zweistellige Priadikate (Relationen) vorhanden sind. (Insbesondere gibt es
keine Funktionsvariablen und keine Signatursymbole ,;von hoherem Typ*.)

Definition 9.2
(Syntax der PL2 (in der hier betrachteten Ausbaustufe))

Sonderzeichen:
Wie in der PL1, also: (,),=,—,A,V, —, <>, V, 3.
Variable:
Var = ITvar U Mvar U Rvar (paarweise disjunkt)
Ivar:  unendlich viele Individuenvariable vy, vy, ...
Notation: z,y, z, . ..
Mwvar: unendlich viele Mengenvariable oder
einstellige Pradikatvariable My, My, . ..
Notation: X,Y, Z, ...
Rvar: unendlich viele Relationenvariable oder
zweistellige Prddikatvariable Ry, Ry, . ..
Notation: U, V...

Signatur
Y = (Fy, Py, ax) wie in der PL1

Terme
Termy, wie in der PL1

atomare Formeln:
s =t fiir Terme s,t
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p(ty, ..., t,) fir p € Py, as(p) =n, t1,...,t, € Termy
X (t) fir Mengenvariable X und Terme ¢
Ul(s,t) fir Relationenvariable U und Terme s, ¢

Formeln
Ford (kurz Fors, oder For) enthélt genau

e alle atomaren Formeln
e true, false

e mit A, B € Fork,z € Ivar, X € Mvar,U € Rvar
auch: A, (AAB),(AV B),(A— B),(A < B),VzA,
J2A, VXA, IXAVUA,SUA

Die Begriffe ,freie Variable®, ,,gebundene Variable“, ,Substitution®, ,kol-
lisionsfreie Substitution®, , Prifix*, ,, Allabschluf}“, , Existenzabschlu3“ u.&.
werden entsprechend der PL1 gebildet.

Definition 9.3
(Semantik der PL2 (in der hier betrachteten Ausbaustufe))

Zu einer Interpretation (D, I) (wie in der PL1) sind jetzt neben Belegungen
B : Ivar — D auch Belegungen v : Mvar — P(D) und § : Rvar — P(Dx D)
zu betrachten (P: Potenzmenge). Zu D, I, 3,7, 6 ist valp 1 5,5 entsprechend
dem Vorgehen in der PL1 definiert.

Auf Termen: valp 15+6(t) = valp(t) wie in der PL1 (héngt nicht ab von
v,9).
Auf Formeln:

Ualplg,yg tl,..., } Wie in der PL1
w

valp 1 aq6(s =1) (Hangt nicht von v, 0 ab)

valp1.545(X(t)) = & walprpqs(t) € (X)
valp 1 p~s(U(s, 1) =W & (valpps(5),valp,1~6(t)) € 0(U)

valp 14,6 auf true, false,

—A, (AN B),(AV B),(A - B),(A < B),YoA,32B } Wie in der PL1

valp rp~4s(VXA) =W <& Fiir jede Modifikation 7}/ von
v gilt valp ;5. 5(A) =W

281



valp rp~45(VUA) =W <& Fiir jede Modifikation 6/ von
0 gilt UalDJﬂ,v,éﬁ(A) =W

Existenzoperatoren: Entsprechend mit ,,Es gibt ... “.
(Modifikationen sind entsprechend der Begriffsbildung bei Belegungen von
Individuenvariablen definiert.)

(D, I) heifit Modell von A & valpp~s(A) = W fir alle 8,v,6. (D, 1) ist
Modell einer Formelmenge M :< (D, I) ist Modell jeder Formel in M.

M E A & Jedes Modell von M ist Modell von A
A allgemeingiiltig = = A (d. h. 0 | A)
A erfillbar <= —A ist nicht allgemeingiiltig.
(D.h.: Es gibt D, 1, 3,7, mit valp j5~s(A) = W)

Bemerkung 9.4

Auf der zweiten Stufe kann es Formeln geben, in denen kein Signatursymbol
und auch nicht = auftritt, z. B. X (y). Ist eine solche Formel geschlossen,
dann héngt ihr Wahrheitswert bei einer Interpretation (D, I) (nicht nur nicht
von Belegungen, sondern auch) hochstens von D, nicht von I ab. Z.B. ist
X3y X (y) allgemeingiiltig, VX Iy X (y) unerfiillbar, 3X (Jy X (y) AJy—-X(y))
gilt genau bei den (D, ) mit §D > 2.

Satz 9.5
In der PL2 ist die Gleichheit durch eine Formel charakterisierbar.

Beweis

Mit G :=VX(X(z) < X(y)) git Fz =y + G.

Satz 9.6

Durch das Peano’sche Axiomensystem P1, ..., P5in der PL2 sind die natiirlichen
Zahlen mit Addition und Multiplikation bis auf Isomorphie eindeutig charak-
terisiert.

Beweis
Das allgemeine Induktionsschema

VX((X(O) AVy(X(y) = X (S())) = VyX(y))
hat genau die durch O und S termerzeugten Interpretationen zu Modellen.

Ubungsaufgabe 9.1.1
Uber einer endlichen Signatur ist die Termerzeugtheit durch eine Formel der
PL2 charakterisierbar. (Man orientiere sich an obigem Beispiel.)
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Satz 9.7
In der PL2 ist die Endlichkeit einer Interpretation durch eine Formel charak-
terisierbar.

Beweis
Es gilt
(D, I) endlich
& Jede injektive Funktion F': D — D ist auch surjektiv
& Fiir jede Relation R € D x D: Wenn R der Graph einer injektiven
Funktion ist, dann ist diese auch surjektiv

Als charakterisierende Formel wahlen wir

Fin = VYU ((Vx3yU(x,y) A\VaVyVz(U(z,y) NU(x,2) =y = z)
N2y 2(U(z, 2) NU(y, z) = = y))
— Yy3zU(z,y))

Satz 9.8
Die PL2 ist nicht kompakt. D. h.:

e Aus M = A braucht i. a. nicht zu folgen:
E |= A fiir eine endliche Teilmenge E von M

e Es kann sein, dafl jede endliche Teilmenge einer Formelmenge M ein
Modell hat, diese selbst aber nicht.

Beweis

Im Beweis der Nichtcharakterisierbarkeit des Begriffs ,,endlich® auf der ersten
Stufe (Satz 5.41) wurde von der PL1 nur verwendet, dafl sie kompakt ist.
Wire die PL2 kompakt, dann liefle sich dieser Beweis wortlich {ibertragen,
im Widerspruch zu Satz 9.7.

Satz 9.9
Fiir die PL2 kann es keinen korrekten und vollstéandigen Kalkiil geben.

Beweis
Der Begriff der Ableitbarkeit aus einem Kalkiil K ist stets kompakt, d. h.

M b A= E Fg A fiir eine endliche Teilmenge F von M.

Die Existenz eines korrekten und vollstdndigen Kalkiils stiinde also im Wi-
derspruch zu Satz 9.8
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9.1.1 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 9.1.2

Gegeben sei eine Signatur ¥ mit einem zweistelligen Relationszeichen r, ei-
nem einstellige Relationszeichen v und Konstantenzeichen a und b. Fiir ei-
ne X-Struktur G = (G, R, ¢,,c., V), dabei sei R die Interpretation von r,
(R=1I(r)) und I(a) = ¢,, I(b) = ¢, und I(v) = V. definieren wir:

Definition 9.10
1. Ein R-Pfad ist eine Folge ay,...,a, (n > 1) von Elementen von G, so
daB fiir alle 1 <7 < n gilt R(a;, a;41) und a1 = ¢, und a,, = c..

2. Wir nennen eine Teilmenge V' C G eine Verbindungsmenge, wenn es
einen R-Pfad aq,...,a, gibt, so daB fir alle 1 <i < n gilt a; € V.

3. Eine Verbindungsmenge heifit eine minimale Verbindungsmenge , wenn
jede echte Teilmenge Vy C V keine Verbindungsmenge ist.

Geben Sie eine Y-Formel ¢y, der Logik zweiter Stufe an, so dal (G, R, ¢4, c., V) =
oy genau dann gilt, wenn V' eine minimale Verbindungsmenge ist.

9.2 Dynamische Logik

Bemerkung 9.11
(Modale Pradikatenlogik 1. Ordnung).

Bemerkung 9.12
(Dynamische Logik)

Die dynamische Logik (DL) ist eine Modallogik, jedoch mit einer Seman-
tik, bei der fiir den Ubergang zwischen Zustinden (Welten) nicht eine ein-
zige, feste Relation gegeben ist, sondern gleichzeitig unendlich viele Rela-
tionen. Welche solche Relation jeweils zu wiéhlen ist, 148t sich der auszu-
wertenden Formel entnehmen. Formeln kénnen némlich Programme einer
bestimmten Programmiersprache enthalten, und zu jedem Programm gehort
eine Ubergangsrelation zwischen Zustinden. Dabei sind die Zusténde in einer
von der Programmiersprache (und der genaueren Aufbereitung der Seman-
tik) abhingigen Weise eng verkniipft mit den Belegungen der Variablen. Man
kann dann auf diese Weise auch reiche und komplizierte Programmierspra-
chen axiomatisch erfassen. Auf die Vielfalt dieser Moglichkeiten gehen wir
hier nicht ein, sondern behandeln die Grundidee anhand einer besonders ein-
fachen Programmiersprache, namlich ,,elementarem PASCAL®, einer Sprache
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mit Zuweisung, Verzweigung und while-Schleife. Hier kann man als Zustédnde
einfach die Variablenbelegungen selber wéhlen. Auch handelt es sich um ei-
ne deterministische Sprache; in allgemeineren Versionen ist die DL auch fiir
Sprachen mit indeterministischen Programmkonstrukten betrachtet worden.

Die DL geht (in etwas anderer Version als hier dargestellt) zuriick auf HA-
REL, sie wurde wesentlich ausgearbeitet in [Gol82].

Definition 9.13
(Syntax der DL)

Sonderzeichen: Wie in der PL1, zusétzlich [,], <, >, skip, abort, :=, ; | if|
then, else, while, do

Variable, Var
Signatur, X
Terme, Termy,
atomare Formeln

wie in der PL1

Boole’sche Ausdriicke, Bexps,, sind die quantorenfreien PL1-Formeln iiber X..
Sie werden aus den atomaren Formeln und true, false durch die aussagenlo-
gischen Operatoren gebildet.

Programme, Progs:

e skip und abort sind Programme

e Mit z € Var und ¢t € Termy, ist
(z :=t) ein Programm (Zuweisung)

e Sind 7, p Programme und ist € ein Boole’scher Ausdruck, dann sind
auch Programme:
(m;p) (Hintereinanderausfithrung)

if € then 7 else p (Verzweigung)
while € do 7 (Schleife)

(Man beachte, dafl wegen der Klammerung der Hintereinanderausfiihrung
eine schlieende Klammer fiir Verzweigung bzw. Schleife unnétig ist.)

Formeln, Fory:

o Alle Boole’schen Ausdriicke sind Formeln

e Mit A,B € Fory,x € Var,m € Progs.
sind auch Formeln:
-A,(ANB),(AV B),(A— B),(A<+ B),
VzA, Az A, [r]A, (m)A.
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Definition 9.14

(Semantik der DL)

Zu einer Interpretation (D, I) iiber ¥ und einem Zustand /3, d.h. einer Bele-
gung der Variablen, sind valp  5(t) fiir Terme t und valp ;1 5(€) fiir Boole’sche
Ausdriicke € definiert wie in der PL1.

Es sei Sta := (Var — D) die Menge der Zusténde. Die Semantik der Pro-
gramme wird festgelegt durch die Definition einer Relation p(7) C Sta x Sta
fiir jedes m € Progs. (p(...) hdngt von (D, I) ab, aus Griinden der einfache-
ren Notation schreiben wir aber einfach p(m) statt p(7)p, ;)

p(abort) ist die leere Relation

Bp(skip) = B=9
Bp(x = t)y sy =g
Bp(my;ma)y < Es glbt 0 € Sta mitfSp(m)d und 0p(ms)7y
Bp(if € then m else m)y &= (valpp(e) =W und Bp(m)y) oder
(valp,1,5(€) = F und fBp(m2)7)
Bp( while e do 7)~y < Es gibt n € IN und Zustéande Sy, . .., 8, mit:
/80 = 67 /Bn =7

- Vimit 0 <i<n:valpp(e) =W und B;p(m)Bit1
- UalDJ’gn(E) =F

Zu gegebenem 7 und S gibt es stets hochstens ein y mit Sp(7)7y: Die Relati-
on p(m) ist rechtseindeutig und hétte auch als partielle Funktion formuliert
werden konnen. Das wiirde sich dndern, wenn man auch indeterministische
Programme zulaft.

Bp(m)y besagt, dal 7, beginnend im Zustand 3, terminiert und zum Zustand
~ fiithrt. 7, beginnend in (, terminiert genau dann, wenn es ein solches
gibt. Etwa terminiert abort in keinem Zustand, ebenso while true do p (fiir
beliebiges p). Das Programm while e do skip terminiert genau bei Beginn in
Zusténden S8 mit valp ;g(e) = F (und dann nach 0 Schritten).

Formeln
Fiir Boole’sche Ausdriicke e ist nach Annahme valp ; g(€) bereits definiert.

Durch strukturelle Induktion wird valp ;g fiir Formeln
-A,(AANB),(AV B),(A— B),(A+ B),VxA,JzA
definiert entsprechend dem Vorgehen in der PL1.
valp 1 g([1]A) = W & Fiir jedes v mit SBp(7)y gilt valp ;,(A) =W

valp 1 ((m)A) = W & Es gibt v mit Sp(7r)y und valp ;,(A) =W

286



Man bemerke, daf} (in unserem Fall von deterministischen Programmen) gilt:
valp 1 g([m]A) = W genau dann, wenn: Falls ein v existiert mit Sp(7)7y, dann
ist fiir dieses (dann eindeutig bestimmte) v valp ;~(A) = W.

(D, 1) heifit Modell von A, wenn valp s(A) = W fiir alle Zustande (. Ent-
sprechend sind wie in der PL1 erklart: Modell einer Formelmenge M, allge-
meingiiltig, erfiillbar, sowie die Folgerbarkeitsbeziehung |=.

Bemerkung 9.15
(Zur Semantik der DL)
(...) ist entbehrlich, denn es gilt fiir beliebige D, I, f und beliebige 7, A:

valp,15((m)A) = valp 1 (=[] =A),
d. h. () 148t sich stets durch —[]— ersetzen.

Die partiellen Korrektheitsaussagen der HOARE-Logik

A{r}B, d.h.
,Wenn in einem Zustand A gilt, und wenn 7, ab diesem Zustand rech-
nend, terminiert, dann gilt im erreichten Zustand B*

lassen sich in der DL wiedergeben. Es ist namlich A{r}B gleichbedeutend
mit

A — [7]B.
Das ist die partielle Korrektheit von w bzgl. der Vorbedingung A und der
Nachbedingung B. Entsprechend 148t sich die totale Korrektheit ausdriicken:

A— (m)B

besagt (d.h. wird zu W ausgewertet unter genau denjenigen D, I, 3, fiir wel-
che gilt): Falls A gilt (d.h. valps(A) = W), terminiert 7 und im dann
erreichten Zustand gilt B (valp r~(B) = W fiir dieses 7).

Insbesondere besagt [7]A (gleichbedeutend mit true — [r|A), daBl immer,
wenn 7 terminiert, hernach A gilt. Und (7m)A besagt: 7 terminiert immer,
und hernach gilt A.

Ferner: A — (m) true besagt: Wenn A gilt (d.h. rechnend ab Zusténden, in
denen A zu W auswertet) terminiert 7. (m) true besagt, dafl 7 terminiert
(d.h. valp 1 g((m) true = W < 7 in Interpretation (D, I) und rechnend ab S
terminiert). —(m) true, d.h. [n] false, besagt: m terminiert nicht.

Man beachte, dafy die DL im Gegensatz zu den HOARE’schen Korrektheits-
aussagen eine volle Logik ist, sie ist abgeschlossen gegeniiber aussagenlogi-
schen Operatoren, Quantoren und Programmeinfiigungen.
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Satz 9.16
Die natiirlichen Zahlen mit Addition und Multiplikation lassen sich in der
DL bis auf Isomorphie eindeutig charakterisieren.

Beweis
Die Formel

Va((y := 0; while ~y =z do y := S(y))) true

driickt die Termerzeugtheit durch Terme iiber O,S aus. Zusammen mit
Pel, ..., Ped charakterisiert sie also das Modell (IV, Iy) bis auf Isomorphie
eindeutig

Satz 9.17
Die DL ist nicht kompakt.

Beweis
Uber einer Signatur mit zwei Konstanten a, b und einem einstelligen Funkti-
onssymbol f bilden wir die Formeln Ag, Ay, .. .:

AO =Yy =P

Ani1 = [y = f(y)]An.
A, sagt iiber die Schleife while =y = b do y := f(y), daB sie nicht nach genau
n Schritten terminiert.

Ferner sei firn =0,1,...:
B, = [y := alA,.

B,, besagt: Nach Initialisierung von y mit a hat die Schleife while -y = b do
y := f(y) nicht die Eigenschaft, nach genau n Schritten zu terminieren (und
damit von a aus durch genau n Anwendungen von f b zu erreichen).

Schlieflich sei C' die Formel
(y := a; while -y = b do y:= f(y)) true.

C sagt, dal die Schleife bei Initialisierung von y mit a terminiert.

Jede endliche Teilmenge F von {B, | n € IN} U{C?} hat ein Modell, ndmlich
(IN,I) mit I(f)(n) =n+1, I(a) =0 und I(b) = max{B, |n € IN} + 1.

Aber {B,, | n € IN} U{C} hat kein Modell. Denn in einem solchen, (D, I),
e miiffite man einerseits, beginnend mit /(a), durch sukzessives Anwenden

von [(f) das Element I(b) von D in endlich vielen Schritten erreichen
(Modell von (),
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e andererseits gibe es kein n, so dafl man von /(a) aus durch n Anwen-
dungen von I( f) das Element I(b) erreicht (Modell von {B,, | n € IN}).

Korollar 9.18
Fiir die DL gibt es keinen korrekten und vollstandigen Kalkiil

Bemerkung 9.19
(Analyse der While-Schleife)

Wie das Beispiel im Beweis des Satzes 9.17 verdeutlicht, ist die ,natiirliche
Semantik® der While-Schleife der Grund fiir die Nichtkompaktheit der DL.
Wir analysieren diese Semantik etwas genauer. Das ertffnet den Zugang zu
einem ,infinitdren Kalkiil“. Bei dieser (nicht mehr ,konstruktiven*) Auswei-
tung unseres bisherigen Kalkiilbegriffs bleibt dennoch ein Teil dessen erhal-
ten, was man sich unter der Arbeit mit einem Kalkiil vorstellt.

Definition 9.20
Zu € € Bexps,m € Progs, A € Fory, definieren wir fiir alle n € IN Formeln
Loop, (e, 7, A) wie folgt.

Loopy(e,m, A) = =e = A
Loop,y1(€,m, A) = € — [n]Loop, (¢, 7, A)

Korollar 9.21
Zu €, 7, A sowie einer Interpretatin (D, I') und einem Zustand [ sei fy, 01, - - -
die eindeutig bestimmte Folge von Zustdnden mit Gy = 3, 5;p(7)Bi+1. Dann
gilt fiir jedes n:
valp, 1 g(Loop, (e, 7, A)) =W
< Wenn valprg(e) = W fiir alle i < n und valp g, () = F, dann
UCLZD,[,gn(A) =W.

Beweis
Leichte Induktion nach n.

Loop,,(e,m, A) besagt also: Wenn die Schleife while ¢ do m nach genau n
Schritten terminiert, dann gilt hernach A.

Lemma 9.22

Fiir beliebige D, I, 3 gilt

valp r g([while € do 7]A) =W

< Fir alle n € IN :valp 1 g(Loopy, (e, 7, A)) = W

Beweis
Wir zeigen: valp 1 s([while € do 7]A) = W gdw.: Fir alle n ist das (zu
valp. 1 3(Loopy (e, m, A)) = W dquivalente) Kriterium aus Korollar 9.21 erfiillt.
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Gelte valp ;g([while € do 7]A) = W, und sei n € IN gegeben. Wenn die
Schleife nicht terminiert, d.h. valp ; g,(€) = W fiir alle 4, dann valp 13, (€) =
W, das Kriterium ist erfiillt. Wenn fiir ein m gilt valp s, () = F und
valp 1 5,(€) = W fiir alle i < m, dann (wegen valp 1 5([while € do 7]A) = W)
valp s, (A) = W. Falls n < m: valprp,(€) = W. Falls n > m: Nicht
gilt fiir alle ¢ < n, daB valp 1 ,(e) = W (fir ¢ = m nicht). Falls n = m:
valp,1,(A) = W. In allen drei Féllen ist also das Kriterium fiir n erfiillt.
Gelte nun umgekehrt wvalp rg([while € do 7]A) = F. Fiir das dann exi-
stierende m mit valp g, () = F und valp s (e) = W fir i < m gilt
valp, s, (A) = F. Fir n = m ist das Kriterium also nicht erfiillt.

Bemerkung 9.23
(Infinitdre Kalkiile)

Aus Lemma 9.22 folgt
{Loop,(e,m,A) | n € IN} |= [while € do 7]A.

Es ist also sozusagen

{Loop(e,7, A) | n € IV}
[while € do 7]A

fiir beliebiges ¢, m, A eine ,korrekte Regel“. Es ist keine Regel in unserem
bisherigen Sinne, da sie unendlich viele Pramissen hétte. Wir bezeichnen sie
als infinitdre Regel im Gegensatz zu den uns bekannten finitiren Regeln. Eine
infinitdre Regel kann nicht in der bekannten Weise zum Ableiten verwendet
werden. Denn da eine Ableitung stets nur endlich lang ist, konnen niemals
an einer bestimmten Stelle alle Pramissen der Regel produziert worden sein.

Also wird, abstrakter, zu einem ,, Kalkiil“ K, der auch infinitdre Regeln ent-
halten kann, die Theoremmenge Thy (M) definiert als die kleinste Formel-
menge, die M und die Axiome enthélt, und die gegen die Regeln abgeschlos-
sen ist. (Letzteres bedeutet: Wenn alle Pramissen einer Instanz der Regel in
der Menge liegen, dann auch die Conclusio.) Man definiert M Fx A = A €
Thg(M).

Bemerkung 9.24
(Ein infinitarer Kalkiil fir die DL)

Auf der Suche nach einem korrekten und vollstéindigen infinitiren Kalkil
fiir die DL (d.h. einem solchen mit infinitdren Regeln) mufl man die obi-
ge infinitdre Regel noch etwas verallgemeinern, ndmlich so, dafl die Formeln
Loop, (¢, m, A) auch innerhalb bestimmter anderer Formeln als , Approxima-
tionen“ von [while € do 7]A verwendet werden diirfen. Z.B. wire
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{B — Loop,(e,m,A) | n€ IN}
B — [while € do 7|A

eine entsprechende Regel. Die Analyse des Sachverhalts liefert eine bestimm-
te Klasse zuléssiger solcher Zusammensetzungen. Sie ist definiert durch eine
Klasse S von zuldssigen Schemata oder zuldssigen Formen. Das sind syntak-
tische Gebilde, die eine Metavariable (einen Platzhalter) X enthalten, so daf
jeweils durch Ersetzung von X durch eine Formel (an allen Stellen, und dann
tiberall durch dieselbe Formel) eine Formel entsteht. Wir schreiben ®(.X) fiir
ein solches Schema, und entsprechend ®(A) fiir das Ersetzungsresultat von
X durch A. Die Klasse S der zuldssigen Formen ist dann definiert durch

e X €8S

e mit ®(X) enthilt S auch B — ®(X), Va®(X), [7]P(X) (fir Formeln
B, Variable x, Programme ).

Anmerkung (S als Klasse stetiger Formen)

Hiermit definiert man nun die folgende infinitdre Regel, die Omega-Iteration:
{®(Loopy(e,m,A) | n € IN}
®([while € do 7]A)

Es gilt nun der folgende
Satz (Goldblatt 1982)

Fiir die DL gibt es einen korrekten und vollstdndigen infinitdren Kalkiil, der
neben 0/ nur finitdre Regeln enthélt.

0f: fir & € S.

(Dabei haben wir die Axiome auch als Regeln, ndmlich nullstellige Regeln,
aufgefafit.)

Es bleibt die Frage, wie man hiermit verfihrt; denn ,,in normaler Weise ablei-
ten* kann man ja mit einer infinitdren Regel nicht. Eine naheliegende Heuri-
stik besteht darin, zu versuchen, die unendlich vielen Formeln ®(Loop, (¢, w, A)),
n € IN, durch Induktion iiber n zu beweisen. Zu diesem Zweck wird ei-
ne Zahlerstruktur (Terme tiber O, .S) in die Signatur fest eingebaut und die
Formeln ®(Loop, (¢, m, A)) werden insgesamt durch eine Formel mit einer
Zahlervariablen wiedergegeben. Man kann ein zugehoriges Induktionsschema
angeben und hat hiermit eine finitdre Approximation an eine Instanz von
OI. Man erhalt auf diese Weise einen korrekten finitdren Kalkiil. Dieser ist
notwendigerweise unvollstindig, jedoch durchaus leistungsfiahig.
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Kapitel 10

Automaten
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10.1 Endliche Automaten

10.1.1 Deterministische endliche Automaten

Definition 10.1 (Endlicher Automat (finite-state-automaton))

Ein endlicher Automat ist gegeben durch

e cine endliche Menge S von Zusténden
e cine Menge VT von terminalen Zeichen

e ciner Ubergangsfunktion § : S x VT — S

Auflerdem ist ein Element sy € S als Anfangszustand ausgezeichnet und eine
nichtleere Teilmenge S; C S als Menge von Endzusténden festgelegt.

Jeder endliche Automat F'A akzeptiert eine Menge von Wortern L(EA) auf
die folgende Weise:

Ein gegebenes Wort w = a; ...a, denken wir uns auf das Eingabeband des
E A geschrieben. Im Anfangszustand sq liest der Automat den ersten Buch-
staben a; und geht in den Zustand 0(sg,a;) = s; iber. In diesem Zustand
wird nur der zweite Buchstabe von w eingelesen und der néchste Zustand
d(s;,a2) = s; erreicht. Das Wort gehort zu L(EA), wird also von EA akzep-
tiert, wenn nach Einlesen des letzten Buchstabens a; von w ein Endzustand
aus S; erreicht wird.

Formal wird L(EA) definiert, indem man die Ubergangsfunktion § zu einer

Funktion
0:SxVT*—= S

fortsetzt.

Definition 10.2 (Fortsetzung von ¢)

Der Funktionswert §(s,w) wird induktiv iiber die Linge von w wie folgt
definiert:

d(s,€) = s

d(s,awy) = 6(s',wy) wobei 0(s,a) = s

Definition 10.3 (L(EA))
L(EA) = {w e VT™ | §(so,w) € S1}
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Varianten:

Gelegentlich wird in Beispielen die Ubergangsfunktion nicht fiir alle Paare
(s,a) definiert. Wird wihrend der Abarbeitung eines Wortes w eine Situation
(s,a) erreicht, fiir die (s, a) nicht definiert ist, so gilt w als nicht akzeptiert.
Ein endlicher Automat, so dal (s, a) fir alle s € S und a € VT definiert
ist, heifit ein vollstindiger endlicher Automat.

Abbildung 10.1: Der Automat Ny,

Beispiel 10.4
Der endliche Automat Ny,, siche Abbildung 10.1, ist gegeben durch ist ge-
geben durch

S = {50781,32,53}

Vo= {a,b}
Sl == {80781782}

L(Nppa) = {w € {a,b}" | bba ist kein Teilwort von w}
Beispieldurchldufe: Das Wort bbca wird von Ny, akzeptiert, cbbac nicht.
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10.1.2 Nichtdeterministische endliche Automaten
Definition 10.5 (Nichtdeterministische endliche Automaten)

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat wird durch die folgenden Be-
stimmungsstiicke gegeben:

e eine endliche Menge S von Zusténden,

e cin Alphabet V|

e cin Anfangszustand sy € 9,

e cine Ubergangsfunktion 6 : S x V' — Pot(S),

e cine Menge F' C S von Finalzustédnden,

Die Anderung gegeniiber den deterministischen endlichen Automaten besteht
also darin, dafl die Ubergangsfunktion § als Werte Mengen von Zusténden
annimmt:

Die Fortsetzung von § zu einer Funktion
0: 8 xV*— Pot(5)
wird jetzt wie folgt definiert:

o(s,e) = {s}
d(s,awy) = {s: esgibt s; € S mit s € 4(s,a)
und " € 0(sy,wy)}

Die von einem nichtdeterministischen endlichen Automaten N E'A akzeptierte
Sprache L(NEA) wird jetzt durch

L(NEA) ={w e V*: §(sp,w) N F # 0}

definiert.

Varianten: In der angegebenen Definition kann ein nichtdeterministischer
endlicher Akzeptor im Zustand s, ohne einen Buchstaben zu lesen, nur nach
s tibergehen, (s, e) = {s}. Haufig begegnet man der Variante, die fiir (s, €)
eine beliebige Teilmenge von S zuliBt. Ubergéinge von s zu s; € (s, €) nennt
man dann spontane Uberginge.

295



Definition 10.6 (Endliche Automaten mit spontanen Ubergéingen)

Ein endlicher Automat mit spontanten Ubergéingen wird durch die folgenden
Bestimmungsstiicke gegeben:

e cine endliche Menge S von Zusténden,
e cin Alphabet V|

e ein Anfangszustand sy € S,

e cine Menge F' C S von Finalzusténden,

e cine Ubergangsfunktion 6 : S x (V U {e}) — Pot(S)

Um die Fortsetzung der Transitionsfunktion ¢ fiir diese Variante endlicher
Automaten zu beschreiben benotigt man die folgende Hilfsfunktion:

Definition 10.7 )
Sei A = (S,V, 50,6, F) ein endlicher Automat mit spontanen Ubergéngen,
dann ist die Funktion

e —cl: Pot(S) — Pot(95)
fir I C S definiert als:
e-cl(I) ist die kleinste Teilmenge J C S mit

1. 1CJ

2. fir alle s € J gilt 6(s,e) C J.
Die Bezeichnung e-cl soll an e-closure erinnern.
Die Fortsetzung von
0: 9 x (VU{e}) = Pot(S)

zu

§:8 x V* = Pot(S)

kann jetzt definiert werden als:

é(s,s) = e-cl(i(s,e)) )
d(s,wia) = e-cl({s': es gibt 51 € 6(s1,w) so, daB s’ € §(s,a)})
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Der folgende Satz ist von grundlegender Bedeutung fiir die Theorie endlicher
Automaten und wird auch in allen einfithrenden Texten behandelt. Da wir
spiter, auch auf Details des Satzes, zuriickgreifen wollen, ist er auch hier
noch einmal explizit aufgefiihrt.

Satz 10.8

Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten A = (S, V] sq, 9, F')
gibt es einen deterministischen endlichen Automaten B = (Q, V, qo, A, G) mit

Dabei kann A spontane Ubergiinge enthalten und muf auch nicht vollsténdig
sein.

Beweis: Die neuen Zustédnde sind Teilmengen von alten Zusténden, genau-
er

Q = {XCS|e—d(X)=X}
9o = e—c({so})

A(X,a) = e—cl(U,ex9(s,a))

G = {XeQ|FNX#0}

Offensichtlich ist B deterministisch.
Man zeigt nun leicht, durch Induktion iiber die Lénge des Wortes w € V*,

d(s0, w) = A(qo, w)

Wir beweisen noch zwei Lemmata, die einerseits fiir sich genommen ein Licht
auf das Konzept eines endlichen Automaten werfen, anderseits als Hilfsmittel
in spéateren Beweisen willkommen sind.

Lemma 10.9

Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten A gibt es einen nicht-
deterministischen endlichen Automaten B = (Qg,V, ¢, 05, Fg) mit L(A) =
L(B), so da8 fiir alle ¢ € Qp gilt ¢ & 05(q, z) fiir alle x € V.

Mit anderen Worten, der Anfangszustand wird nur am Anfang betreten und
ist dann nie wieder erreichbar. Das beinhaltet, daf es keinen Ubergang von
q zu sich selbst gibt.
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Beweis: Wir beginnen mit A = (Qa,V, ¢4, 04, Fa). Es sei ¢& ein neuer
Zustand und Qp = Q4 U {¢Z}. Unveriindert bleibt Fp = Fy, falls s5 & Fu
und Fp = F, U {F} sonst. Fiir die Ubergangsfunktion setzen wir bleibt
zu néchst unverdndert und dp(q,z) = da(g,x) fiir ¢ € Qa, v € V. Neu
hinzukommt §p(¢P, z) = 64(g', z) Die Bedingung ¢f & d5(q, z) ist fiir alle
q € @Qp offensichtlich erfiillt. Aulerdem gilt fiir jedes w € V* die Gleichheit
dp(g8,w) = §4(qd', w). Besteht w nur aus einen Buchstaben, so ist das gerade
die Definition von dp(g¥, ). Da aber im weiteren Verlauf der Abarbeitung
des Wortes w der Anfangszustand ¢f nie wieder betreten wird, kann keine
Unterschied zwischen dp(¢P,w) und d4(gg', w) auftreten. Das sichert, daf
w € L(B) genau dann gilt, wenn w € L(.A) gilt.

Die Finalzusténde eines endlichen Automaten spielen genau genommen eine
zweifache Rolle. Zum einen zeigt ihr Erreichen an, dafi ein Wort akzeptiert
wird, zum anderen sind sie auch Zwischenzustédnde, nach denen die Aktion
des Automaten weitergeht. Das folgende Lemma zeigt, daBl man sich ohne
Verlust an Ausdrucksstidrke auf Automaten beschrdnken konnte, in denen
Endzustande ihren Namen auch verdienen.

Lemma 10.10
Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten A mit € ¢ L(A) gibt

es einen nichtdeterministischen endlichen Automaten B = (Qg, V, ¢, 05, F5)
mit L(A) = L(B), so daf fiir alle ¢ € F und alle x € V gilt 6(q, ) = 0.

Beweis: Wir beginnen mit A = (Q4,V, ¢, 64, Fa). Fiir jeden Finalzustand
q € F4 wahlen wir ein Symbol ¢¢, sodaf} alle neuen ¢° untereinander verschie-
den sind und auch nicht in Q4 vorkommen. Wir setzen Qp = Q4 U {q¢° | q €
F4}. Endzusténde in B sind nur die neuen Kopien der alten Endzustéinde,
d.h. Fg = {¢° | ¢ € Fa}. Der Anfangszustand bleibt unveriindert, s& = s,
und die Ubergangsfunktion wird festgesetzt zu

dp(s,x) = da(s,2)U{q°| q€da(s,x)} fallss & Fp
dp(s,z) = 0 falls s € Fig

Durch Induktion iiber die Lénge des Wortes w zeigt man, dafl fiir jedes
w € V* die Gleichung 65 (s¥,w) = da(sit, w) U{q® | ¢ € da(si,w)} gilt. Da
FpNdg(sf,w) =0 genau dann gilt, wenn Fq N d4(sy, w) = 0 gilt, erhalten
wir, wie gewiinscht, L(A) = L(B).

Hier folgt der induktive Beweis von
(53(803,11)) = 5A<8647w) U {qe | qe 5A(SOA7 w)}

298



Fiir den Anfangsfall w = € ergibt sich nach Definition von §
0p(sgre) = {50} = {0} = da(sg,e) Uy | ag' € Fa}

Die Gleichung wiirde stimmen wenn der Anfangszustand von A keine Endzu-
stand wire. Das ist aber gerade durch die Voraussetzung ¢ ¢ L(.A) garantiert.

Im Induktionsschritt nehmen wir die Giiltigkeit der zu beweisenden Glei-
chung fiir das Wort w an und wollen sie fiir das Wort wa zeigen.

s € 6p(sf,wa) & 3 (s € dp(sf,w) N s € dp(s,a))
& 395 € Balst ) U{a" | € balst0))
Ns € 6p(s',a))
& 3s'(s' € Sa(sy,w) As € 5p(s,a))

Die erste Aquivalenz folgt aus der Definition von dp, die zweite nutzt die
Induktionsvoraussetzung fiir (s, w) und die dritte Zeile rithrt von der Be-
obachtung, daf s’ € {¢° | ¢ € da(s{', w)} nicht auftreten kann, da anderenfalls
dp(s’,a) = O wire. Setzen wir die Definition von dz ein, erhalten wir:

s € 0p(sP,wa) & 3s'(s' €6a(si,w)ANs€da(s’,a)U{q | q€dal(s,a)}
Woraus jetzt leicht folgt

s € 0p(sP wa) & s€dalsh,wa)U{q¢|q€ da(si,wa)}

Wire ¢ € L(A), so wiire s{' ein Endzustand in A gewesen. Nach der obi-
gen Konstruktion ist s zwar auch noch der Anfangszustand von B, aber
kein Finalzustand mehr. Die in der Fomulierung des Lemmas gemachte Ein-
schrankung an A ist also notwendig.

Definition 10.11 (Produktautomat)

Seien A = (S4,V, 84,04, F4) und B = (Sp,V,s8, 05, F) zwei endliche Au-
tomaten iiber dem gemeinsamen Alphabet V', dann ist der Produktautomat
C = (Sc,V,s5,0c, Fo) = A x B gegeben durch:

Sc = {(51,52) | s1 € Sy, 89 € SB}

SOC = (56473(?)

50((81,52),&) = {(tl,tg) | tl € 5,4(81,&),752 c 53(82,&)}
Fe = {(81,82)|81€FA,SQEFB}

Lemma 10.12
L(Ax B)=L(A) N L(B)
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Beweis Ist in jedem Einfiithrungstext in die Theorie endlicher Automaten
enthalten.

10.1.3 Regulire Ausdriicke

Neben den Operationen, die fiir beliebige Mengen erklart werden koénnen,
wie Vereinigung (U), Durchschnitt (M), relative Komplementbildung (\) be-
trachtet wir hier Operationen die nur auf Mengen von Wortern Sinn machen:

Definition 10.13 (Operationen mit Wortmengen)
Seien L, L17 L2 - V.

1. L1L2 = {w1w2 | wy € Ll,wg € LQ},

2. I*=A{wy...w, | n>0,w; € L}

Manche Autoren verwenden fiir die Konkatenation von Wortern wy, we und
Sprachen Li, Ly die Notation wy - wo bzw. Ly - Ls

Definition 10.14 (Regulire Ausdriicke)

Die Menge Regy der reguldren Ausdriicke iiber einem Alphabet V' wird
induktiv definiert durch:

1. 0 € Regy,

2. € € Regy,

3. fiir jedes a € V ist a € Regy,

4. fir t € Regy gilt auch (t)* € Regy,

5. fiir t1,19 € Regy gilt auch (t1t3) € Regy und (t; + t2) € Regy.

Definition 10.15 (Semantik regulérer Ausdriicke)

Durch die folgende Vorschrift wird jedem reguldren Ausdruck ¢ iiber V' eine
Menge S(t) von Wértern in V* zugeordnet.
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Wir benutzen im folgenden stillschweigend die Assoziativitit der Konkate-
nation und von + um in reguldren Ausdriicken Klammern einzusparen, also
(a + b+ c) anstelle von ((a + b) + ¢).

Satz 10.16

1. Fiir jeden reguldren Ausdruck ¢ gibt es einen endlichen Automaten A

mit S(t) = L(A).

2. Zu jedem endlichen Automaten A gibt es einen reguldren Ausdruck ¢

mit S(t) = L(A).

Beweis:
Fiir 1. siehe z.B. [Kfo88], Proposition 2, Seite 34 oder [HU79], Theorem 2.3,
Seite 30.
Fiir 2. siehe z.B.[Kfo88], Proposition 12, Seite 38 oder [HU79], Theorem 2.4,
Seite 33.

Reguldare Ausdriicke sind in vielen Bereichen der Informatik ein alltégliches
Hilfsmittel geworden. Als ein Beispiel dafiir wollen wir etwas ausfiihrlicher
auf die Benutzung reguldrer Ausdriicke im GNU Emacs Editor eingehen,
siehe z.B. [Sta88] oder online help fiir emacs. Wihrend einer Editiersitzung
kann man das Kommando C-M-s eingeben, worauf in der Kommandozeile
Regexp I-search: erscheint. Hinter dem Doppelpunkt kann man jetzt einen
reguldren Ausdruck ¢ in der emacs-Syntax (Abschnitt 13.5 in [Sta88]) einge-
ben. Der Kursor springt dann unmittelbar auf die erste, von der aktuellen
Kursorposition aus gesehen, Zeichenkette im Textpuffer die in S(t) liegt. Das
Kommando C-s liefert das ndchste Vorkommen einer Zeichenkette in S(t).
Abgesehen von der Niitzlichkeit dieser Kommandos ist es auch instruktiv zu
sehen, wie das theoretische Konzept reguldarer Ausdriicke in praktisches um-
gesetzt wird.

Die erste Frage die zu beantworten ist lautet: Was ist das Alphabet V,,,4cs”
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Antwort V,,,4cs besteht aus den 256 Zeichen des erweiterten ASCII Zeichen-
satzes. Dazu gehoren auch Zeichen, die man normalerweise nicht auf dem
Bildschirm zu sehen bekommt, z.B. das ASCII Zeichen mit dem Oktalcode
012. Dieses Zeichen heifit LF' | fiir line feed. Man sieht es nicht selbst auf
dem Bildschirm, sondern nur seine Auswirkung, daf§ eben an dieser Stelle
eine neue Zeile beginnt. Aber LF kann genau so in einem reguldren Aus-
druck benutzt werden, wie jedes andere Zeichen aus Vs auch. An dieser
Stelle sollte man wissen, wie nicht-graphische Zeichen von emacs dargestellt
werden und wie man sie eingeben kann ohne ein eventuell damit verbundenes
Editorkommando auszulésen. Das kann man in [Sta88] in den Abschnitten 2
und 4.1 nachlesen. Ein interessanteres Problem tritt auf, wenn wir nach Zei-
chenketten suchen wollen, die mit einem x beginnen auf welches eine geraden
Anzahl von y’s folgt. Wir wiirden gern den reguldren Ausdruck z(yy)* einge-
ben. Die Klammern sind notwendig um den gewiinschten reguldren Ausdruck
von dem ungewiinschten (zyy)* oder zy(y)* zu unterscheiden. Andererseits
sind die beiden Klammern ( und ) Zeichen in V,,,4.s. Gibt man nach dem
Prompt Regexp I-search: z(yy)* ein so findet man alle Ausdriicke der Form
x(yy) ...) mit einer beliebigen Anzahl schliessender Klammern. Dieses Pro-
blem wird geltst, wie an vielen anderen Stellen in der Informatik auch, indem
man V,,,.cs unterteilt in Sonderzeichen und normale Zeichen. An dieser Stel-
le geht die Einfachheit des theoretischen Konzepts verloren unter vielfachen
Ausnahme- und Sonderregeln, Kompatibilitéatsriicksichten und historischen
Gewohnheiten. In der emacs Syntax reguldrer Ausdriicke sind zunéchst ein-
mal die folgenden neun Zeichen Sonderzeichen:

$7A7 * 7*7+7?7 [7] 7\

Wir betrachten zunéchst \. Es hat zwei Funktionen. Erstens dient es dazu,
die Sonderzeichen zu normalen Zeichen zu machen, d.h. fiir den regulire
Ausdruck \$ gilt S(\$) = {$} und konsequenterweise auch S(\\) = {\}.
Zweitens macht \ aus einigen normalen Zeichen Sonderzeichen. Hier ist eine
Liste einiger auf diese Weise gebildeter Sonderzeichen:

NLNG N, 7, 9 \b, \B, \<, \>, \w, \W,\scode,\Scode
und \z fiir jede Ziffer z.

Wir wollen nur die wichtigsten dieser Sonderzeichen erkliaren. Eine vollstandige
Beschreibung findet man in [Sta88] in Abschnitt 13.5. Fiir regulére emacs
Ausdriicke ty, to gilt S(t11\t2) = S(t1)US(t2), d.h. \ | in reguléren emacs Aus-
driicken entspricht dem + in den reguldren Ausdriicken aus Definition 10.14.
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Die Sonderzeichen \ ( und \) dienen der Klammerung. Der oben erwéhnte re-
guldre Ausdruck z(yy)* wird also in emacs Syntax geschrieben als 2\ (yy\)*.
Hiermit ist auch gleich verraten, daf§ der Stern * in den reguldren emacs Aus-
driicken dieselbe Bedeutung hat wie in unseren reguldren Ausdriicken. Da
auch die Konkatenation von reguldren emacs Ausdriicken mit der iiblichen
Semantik moglich ist, entspricht als jedem regulédren Ausdruck nach Definiti-
on 10.14 ein reguldrer emacs Ausdruck mit derselben Bedeutung. Wir richten
im folgenden unser Augenmerk auf die Frage, ob regulédre emacs Ausdriicke
vielleicht ausdrucksméchtiger sind als unsere regulédren Ausdriicke.

Das Sonderzeichen . besitzt als seine Interpretation S(.) die Menge al-
ler Zeichen mit der einzigen Ausnahme des Zeichens LF. Da kann man
in der Syntax aus Definition 10.14 auch hinschreiben als eine Summe mit
255 Summanden. Die Sonderzeichen + und ? sind wie * postfix Operato-
ren, wobei + die iibliche Bedeutung, t+ = t(¢)*, hat und t? = (e + t).
Die Sonderzeichen ~ und $ suchen nach dem leeren Wort am Anfang bzw.
am Ende einer Zeile. Genauer gilt fiir einen reguldren emacs Ausdruck ¢
S("t) = {w € S(t) | wkommt am Anfang einer Zeile vor} und S(t$) =
{w € S(t) | w kommt am Ende einer Zeile vor}.

Die Sonderzeichen \ [ und \] erlauben eine bequeme Beschreibung endlicher
Mengen von Zeichen. Es gilt S([a;...ax]) = {ai,...,ax}, jedenfalls dann,
wenn die a; keine Sonderzeichen enthalten. Allerdings gelten innerhalb der
[...] Paare ganz andere Sonderzeichenregeln als bisher. Hier sind ndmlich

] ~
Y )

die einzigen Sonderzeichen. Warum ] ein Sonderzeichen ist, ist klar. Das
Minuszeichen - wird benutzt um einen Bereich aufeinanderfolgender Zeichen
zu beschreiben, z.B. S([a — 2z]) = Menger aller Kleinbuchstaben. Schlieflich
ist S([Ca1...ax)) = {2 € Vopaes | 2 # aqund z # ... und z # ai}. Was
macht man, wenn man eines der drei Sonderzeichen in einem [...] Paar
verwenden mochte? Anstelle von - schreibt man —--, ] ist kein Sonderzeichen,
wenn es unmittelbar nach [ steht und = ist nur dann ein Sonderzeichen, wenn
es unmittelbar nach [ steht. Es gibt noch einige kleinere Subtilitdten, aber
auf die brauchen wir hier nicht einzugehen.

Mancher Leser mag sich gefragt haben, was in dem oben erwédhnten Prompt
Regexp I-search: wohl das I bedeutet? Es steht fiir inkrementell. Die Suche
nach der ersten Zeichenkette, die zu dem reguldren Ausdruck gehort, erfolgt
inkrementell. Tippt man als reguldren Ausdruck a ein, so springt der Kursor
zum ersten im Puffer vorkommenden a. Tippt man jetzt noch ein b dazu, so
springt der Kursor zum ersten Vorkommen der Zeichenkette ab. Wie verhélt
sich die Suche bei Eingabe von a\ |b? Da waren sich die Implementierer nicht
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immer einig. In meiner emacs Version beginnt die Suche nach Eingabe von
a\| nochmal von vorn, so dafl auch die bs gefunden werden, die vor dem
ersten a im Text stehen.

10.1.4 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 10.1.1

Zeigen Sie, dafl es zu jedem endlichen Automaten E'A einen vollstdndigen
endlichen Automaten FAc gibt mit L(FA) = L(EAc). Kann FAc immer
gebildet werden, ohne die Menge der Zustinde von FA zu vergrofiern?

Ubungsaufgabe 10.1.2
Zeigen Sie, dal es zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten

N E A mit spontanen Ubergéingen“einen nichtdeterministischen endlichen Au-
tomaten NFE A, ohne spontane Ubergénge gibt mit L(NEA) = L(NEA,).
([Hopcroft, Ullman 79|, p. 24.)
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10.2 Omega Automaten

Manche Automaten besitzen keine terminalen Zusténde, man mochte im Ge-
genteil sogar, dafl sie nicht terminieren. Ein Beispiel dafiir sind Sender- und
Empfiangerautomaten fiir Ubertragungsprotokolle. Das fithrt auf der theore-
tischen Seite zur Einfithrung unendlich langer Worter.

Definition 10.17 (Unendliche Woérter)

Sei V' ein (weiterhin endliches) Alphabet.

Mit V* bezeichnen wir die Menge der unendlich langen Wérter mit Buch-
staben aus V.

Fiir n € N bezeichnet w(n) den n-ten Buchstaben in w und w | (n) das
endliche Anfangstiick w(0)...w(n) von w.

Wir nennen ein Wort w € V* manchmal auch ein w-Wort iiber V.

Wer Schwierigkeiten hat, sich eine unendlich lange Zeichenkette vorzustellen,
der interpretiere ein Wort w € V¥ als eine Funktion w : IN — V, von
den natiirlichen Zahlen in das Alphabet. Die Prézisierung beantwortet auch
die Frage des mit der Theorie der unendlichen Mengen vertrauten Lesers,
welchen Grad der Unendlichkeit wir meinen: unendliche Wérter sind Folgen
vom Ordnungstyp w.

Man beachte auflerdem, dafl das leere Wort € nicht in V* vorkommt.

Definition 10.18 (Operationen)

1. Ist K C V* eine Menge (endlicher) Worter, so bezeichnet K* die Menge
der unendlichen Worter der Form

wy ... w;... mit w; € K fiir alle ¢

2. Die Verkettung zweier unendlich langer Worter macht keinen Sinn, es
ist jedoch moglich einem unendlich langen Wort ein endliches vorzu-
schalten. Ist K C V* und J C V¥, dann setzen wir:

KJ = {wws | wy € K,wy € J}

3. Ist K C V* eine Menge endlicher Worter, dann ist
K ={weV¥|w] (n) € K fiir unendlich viele n}

Manche Autoren benutzen lim(K) anstelle von K.
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10.2.1 Biichi Automaten
Definition 10.19 (Biichi Automaten)

Sei A = (S,V, sg,0, F') ein nicht deterministischer endlicher Automat. Fiir ein
w-Wort w € V¥ nennen wir eine Folge sg,...,s,,... eine Berechnungsfolge
(Englisch run) fiir w, wenn fiir alle 0 < n gilt

Sni1 € 0(sp, w(n))

Eine Berechnungsfolge sq, ..., sy, ... heiflt eine akzeptierte Berechnungsfolge
wenn in ihr unendlich viele Finalzustdnde vorkommen.
Die von A akzeptierte w-Sprache wird definiert durch

LY(A) = {w € V¥ | es gibt eine akzeptierte Berechnungsfolge fiir w}

Wir nennen eine Menge L von w-Wortern w-regulér, wenn es einen endlichen
Automaten A gibt mit L“(A) = L.

Gelegentlich braucht man auch den Begriff einer Berechnungsfolge unabhéngig
davon, welches Wort damit assoziiert ist.

Eine Berechungsfolge fiir den Automaten A = (S, V] s¢, 6, F) ist eine Folge
S1,...,8p,... von Zustidnden, so daf} fiir alle 0 < n ein a € V existiert mit
Sp+1 € 0(Sp,a). Eine Berechnungsfolge heifit akzeptierend, wenn unendliche
viele der s; Endzustinde sind.

Man beachte, dafi eine Berechnungsfolge mit s; beginnt. Das ist eine techni-
sches Detail, das spéter einige Vereinfachungen mit sich bringt.

Ein Biichi Automat A unterscheidet sich also in nichts von einem endlichen
Automaten, nur die Definition, wann A ein w-Wort akzeptiert ist neu.

4 )

O Numm

Abbildung 10.2: Der Biichi-Automat Nz,

306



- J
Abbildung 10.3: Biichi Automat fiir (a*b*a)® + (a*bta)*¥

Satz 10.20 (Entscheidbarkeit)
Die Frage, ob fiir einen Biichi-Automaten B die Menge der akzeptierten

Worter nicht leer ist, d.h. L¥(B) # 0, ist entscheidbar.

Beweis: Um L¥(B) # () zu zeigen mufl man nur einen erreichbaren Endzu-
stand ¢y € F finden, der auf einer Schleife liegt, d.g. gs ist erreichbar von gy
ausgehend. Diese Frage kann sogar in linearer Zeit beantwortet werden, z.B.
durch den Tarjan-Paige algorithmus [Tar72].

Das folgende Lemma fasst zusammen, was iiber den Zusammenhang zwischen
L(A) und L¥(A) gesagt werden kann

Lemma 10.21
Sei A ein endlicher Automat und K = L(.A). Dann gilt

1. [(A) C K

2. Falls A deterministisch ist gilt sogar L*(A) = K

Beweis:

zu 1: Nach Definition ist fiir w € L“(A) gibt es eine Berechnungsfolge
p(w), so daf die Menge F,, = {n € IN | p(w)(n) € F'} unendlich ist. Fiir alle
n € F, gilt p(w)(n) € F und daher w | (n) € K. Also w € K.

zu 2: Sei jetzt umgekehrt w € K. Dann ist die Menge R, = {n € IN |
w | (n) € K} unendlich. Fiir jedes n € R,, gibt es also eine Berechungsfolge
sp von A fiir w | (n). Da A deterministisch ist gibt es fiir jedes n nur eine
Moglichkeit fiir s,. Insbesondere ist s, jeweils ein Anfangsstiick von s,.
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Somit erhalten wir im Limes eine unendliche Berechnungsfolge s fiir w, die
unendlich oft einen Endzustand durchlduft.

Fiir nicht-deterministische Automaten gilt Teil 2 von Lemma 10.21 nicht not-
wendigerweise. Wir betrachten dazu den Automaten Nz, in Abbildung 10.2.
Es gilt LY(Ngyfin) = {w € {a,b}* | in w kommt a nur endlich oft vor} und
L(Nysin) = {w € {a,b}* | w endet auf b}. Man sieht leicht, dal L“(Nyp,) #
Lim(L(Ngfin))-

Korollar 10.22
Eine Sprache L C V* wird von einem deterministischen Biichi Automaten

akzeptiert, gdw es eine reguldre Sprache K C K* gibt mit L = K.

Beweis:

Wird L von einem deterministischen Biichi Automaten akzeptiert, so kann
L nach Lemma 10.21 auch in der angegebenen Weise dargestellt werden.
Nehmen wir jetzt umgekehrt an, das L = K fiir eine reguldre Sprache K C
V* gilt. Dann gibt es einen deterministischen endlichen Automaten A mit
K = L(A). Man iiberzeugt sich leicht, daf in diesem Fall K = L*(A) gilt.

4 )

D)

Abbildung 10.4: Der Biichi-Automat N,

Korollar 10.23
Es gibt Sprachen L C V', die von einem nicht deterministischen Biichi Au-
tomaten akzeptiert werden, aber von keinem deterministischen.

Beweis:
Sei V' = {a,b} und L die von dem Automaten Nz, in Abbildung 10.2 ak-
zeptierte Sprache:

L={w e V¥|w(n)=anur fiir endlich viele n}
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Wir zeigen, dal L nicht in der Form L = K fiir eine reguldre Menge K C V*
darstellbar ist. Wir nehmen an, das wére doch der Fall und versuchen einen
Widerspruch herzuleiten.

Es gibt ein k; > 0, so daBl b1 € K, da b € L. Als nichstes muBl es dann
auch ein ko > 0 geben, so dal b ab*? € K liegt, weil b ab” € L gilt. In
dieser Weise fortfahrend gibt es k; > 0, so daB bFabf2a...ab® € K gilt
fiir alle . Nach Annahme {iber die Darstellbarkeit von L folgt daraus auch
bab*2a .. .ab¥a ... € L im Widerspruch zur Definition von L.

10.2.2 Abschlufleigenschaften

Satz 10.24
Sind Ly, Ly w-regulére Sprachen und ist K eine regulire Sprache, dann ist
auch

1. Ly U Ly w-regulér,

2. K% w-regulér, falls ¢ ¢ K,
3. KL w-regular,

4. V¥ \ L; w-regulér,

5. Ly N Ly w-regulér.

Beweis:

zu 1. Seien zwei w-reguldre Sprachen Lq, Ly C V¥ gegeben und A; =
(Qi,V, s, 8;, F;) Biichi-Automaten mit L; = L¥(A;). Wir kénnen ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf§ Q; N Q, =

Wir konstruieren einen Biichi-Automaten A = (Q,V, s, d, F') wie folgt, wo-
bei sy ein neuer Zustand ist, der weder in ()1 noch in )5 vorkommt.

Q = Q1UQ2U{s0}

d(g,a) = di(q,a) falls ¢ € Q;
8(sp,a) = 01(sy,a) Uda(st a)

F = FUFR

Man zeigt leicht, daB L(A) = Ly U Lo.

zu 2. Sei A = (Qa,V,s4,04, Fa) ein nichtdeterministischer endlicher
Automat mit L(A) = K. Wegen Lemma 10.9 kénnen wir s & d(q, x) fiir
alle ¢ € Q4 und x € V annehmen.
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Wir definieren einen neuen Automaten B = (Qp,V, s¥, 05, Fg) durch:

@B = QA

s§ = sp

dp(g,a) = 6a(q,a)U{sy'} falls Fanda(g,a)#0
0p(g,a) = 0a(q,a) sonst

Fg = {s0'}

Wir miissen uns iiberzeugen, daf§ L¥(B) = K¥ gilt.

Betrachten wir dazu zunéchst ein w € L¥(B). Sei q ...¢; ... eine akzeptie-
rende Berechungsfolge fiir w. Nach Definition eines Biichi-Automaten mufl
der einzige Endzustand von B unendhch oft vorkommen. Seien nq,...ng .
die Positionen, soda8l ¢,, = s;. Offensichtlich ist n; = 0. Mit wy bezelch—
nen wir das Teilwort w(an), (an“), ... W(gny,,—1) von w. Nach Einlesen
eines Teilwortes wy ist der Automat B im Zustand ¢f. Das kann wegen
der Definition von dg und der Voraussetzung an A nur der Fall sein wenn
Fanéa(sy,wy) # 0 gilt. Das heifit fiir alle & gilt w;, € L(A). Daraus folgt
w e K%,

Sei jetzt umgekehrt w ein Wort aus K“. Alsow = wy ... w; ... mit w; € K. Es
gibt somit fiir jedes i akzeptierende Berechungsfolgen g,,, ¢n, 41 - - - Gn,,, fiir
w; in L(A). Nach Definition einer endlichen akzeptierenden Berechungsfolge
muB q,,,, € F4 gelten. Nach Definition von B ist auch ¢, gn,41; - - - Gnis i1, s
eine Berechnungsfolge fiir w; in B. Setzen wir diese Berechnungfolgen hinter-
einander erhalten wir eine Berechungsfolge fiir w, in der der Finalzustand ¢f
an jeder Position n;, und damit unendlich oft, auftritt. Also w € L(B).

zu 3. Ubungsaufgabe 10.2.1

zu 4. zuriickgestellt auf spéter, Satz 10.30
zu b. folgt unmittelbar aus 1. und 4.
Satz 10.25

Eine Teilmenge L C V¥ ist eine w-reguldre Menge von w-Wértern, genau
dann, wenn L eine endliche Vereinigung von Mengen der Form

JK*
fiir reguldre Mengen J, K C V* ist, wobei € ¢ K.

Beweis:
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Sei A = (Q,V, 80,9, F) ein Biichi-Automat mit L“(A) = L. Fiir p,q € Q sei
L,,={weV"|qeipw)}

Offensichtlich ist jedes L,, € V* eine reguldre Menge. Man iiberzeugt sich
leicht, dafl

L= LyoLs,

peEF
gilt. Die umgekehrter Richtung der Behauptung folgt direkt aus Satz 10.24.

-o——o,| | (v {©
o W | Y O

{a, b, c} {a,c}

(a) Nbaftera (b) cOo — Nbaftera
Abbildung 10.5: Beispiel zur Komplementbildung

In Abbildung 10.5 ist ein Paar komplementérer Biichi-Automaten zu sehen.
Das Beispiel stammt aus [Tho90]. Es gilt L(Negftera) = {w € {a,b,c}* |
nach jedem a kommt irgendwann einb}. L¥(co— Npqfrerq) ist dazu offensicht-
lich die Komplementérmenge, d.h. {w € {a,b,c}* | es gibt ein a nach dem
kein b mehr vorkommt}. Das es zu jedem Biichi-Automaten einen Kom-
plementédrautomaten gibt, d.h. die Abgeschlossenheit w-regulérer Sprachen
unter Komplementbildung in V*, mufl noch bewiesen werden. Der Beweis
bedarf einiger Vorbereitung. Eine zentrale Rolle spielt dabei die folgende
Aquivalenzrelation.

Definition 10.26
Sei A= (Q,V, 0,0, F) ein Biichi-Automat. Dann definieren wir fiir p,q € @
und u,w € V*

L Lyg={weV"|qgeilp,w)}
(wie im Beweis von Satz 10.25 )

2. L;;q ={w =ag...ap € V* | es gibt eine Folge von Zusténden qo, ... ¢

mit

qo0 = D

dk = {9

Ggiv1 € O(qi,a;) firalle 0 <7<k
i e I firein 0<i<k }
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3. u=,w gdw
fiir alle p,q € Q gilt
u€Ll,, & weL,,
wvell < well,

Offensichtlich gilt stets L], C Lyq und falls p € F oder ¢ € F auch LI =

L, 4. Ebenso leicht sicht man, dafl =4 eine Aquivalenzrelation ist.

Lemma 10.27
Die Aquivalenzrelation =4 hat folgende Eigenschaften:

—_

. fiir alle p, ¢ € @ sind L; o und L, , reguléire Mengen,
2. fiir u € V¥ gilt fir die Aquivalenzklasse M,,
My= () Lpgn () ~Loan () Li,0 () ~LE,
(p.g)eP (p.9)gP (p,9)ER (p.9)ER
wobei P ={(p,q) € Q* |w € L} und R = {(p,q) € Q* |w e L }
3. =4 besitzt endlich viele Aquivalenzklassen,
4. jede Aquivalenzklasse von =4 ist eine regulire Menge,

5. sind U,V Aquivalenzklassen von =4, dann folgt aus UV N L(A) #
schon UV* C L¥(A)

Beweise:

zu 1 Fir L,, wurde das schon im Beweis von Satz 10.25 benutzt.
Wegen L, = Usep LpsLysq folgt auch die Regularitit von L,

zu 2 folgt direkt aus der Definition von =4.

zu 3 unmittelbare Konsequenz aus 2.

zu 4 folgt aus 1, 2 und den AbschluBeigenschaften reguldrer Mengen.
zu b Sei w € UVYNL¥(A) gegeben und u ein weiteres Wort aus UV.

Es ist u € L¥(A) zu zeigen.
Wegen w € UV konnen wir w wie folgt zerlegen:

wW=wwy...Wy ...

wobel w; € U und w; € V fiir alle i > 1. Wegen w € L“(A) gibt es eine
Berechnungsfolge o fiir w in A in der unendlich viele Zusténde aus F' auf-
treten. Wir interessieren uns fiir bestimmt Stiitzpunkte in der Folge o; mit
¢, bezeichen wir den Zustand in o, der nach Einlesen des Teilwortes w,,_1
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und vor Beginn des Einlesens von w,, eingenommen wird. Insbesondere sei
qo = So der Anfangszustand. Sei schliellich v € UV | genauer

U=UUg...Up ...

Ipit uy € U und u; € V fiir alle 7 > 1. Da U und V nach Voraussetzung =4
Aquivalenzklassen sind gilt fiir alle ¢

W; =4 U

Wir konstruieren eine Berechnungsfolge p fiir v wie folgt. Dabei wird p
die Zustédnde ¢, in derselben Reihenfolge durchlaufen, wie o, aber welche
Zusténde auf dem Weg von ¢, nach ¢,,, auftreten ist von vornherein noch
nicht festgelegt, ja es ist zunéchst noch nicht einmal klar ob ein solcher Weg
gefunden werden kann. Nach Definition der g; gilt auf jeden Fall w,, € Ly, | 4.
Wegen w,, =4 u,, gilt dann auch w,, € L, ,4,- Man kann also den Weg von
Gn—1 nach g, in p interpolieren. Kommt in ¢ ein Finalzustand zwischen ¢, 1
und ¢, vor, so gilt w, € L} und wegen w,, =4 uy, auch u, € L} . Das
Teilstiick von p zwischen ¢, _; und ¢, kann demnach auch so gewéahlt werden,
daB darin ein Finalzustand vorkommt. Das zeigt, dal p eine akzeptierende
Berechnungsfolge fiir v ist und damit u € L¥(A).

Satz 10.28 (Satz von Ramsey)

Sei Pi,..., P eine endliche Partition aller zweielementigen Teilmenge der
Menge IN der natiirlicher Zahlen. Dann gibt es eine unendliche Teilmenge
T C IN und ein 2 mit 1 < i < k, so daf} alle zweielementigen Teilmengen von
Elementen aus 7T in P; liegen.

In Formeln:

aus P ... w P, = INP folgt die Existenz einer unendlichen Menge 7' C IN,
so daB T C P, fiir ein i.

Beweis: Siehe etwa [Mon76] p.448 oder [Fel78] p. 228 oder die Orginalar-
beit [Ram29]. Wichtig bei der Ausgangssituation des Ramseyschen Satzes ist,
daf fiir zwei natiirliche Zahlen n,m € IN nicht (n,m) € P, und (m,n) € P,
fiir « # 7 auftreten kann. In der vorliegenden Formulierung wurde das dadurch
ausgeschlossen, dafl anstelle von geordneten Paaren ungeordnete Zweiermen-
gen betrachtet wurden. Haufig wird das Problem auch dadurch gelost, daf3
nur Paare (n,m) mit n < m betrachtet werden.

Lemma 10.29 )
Zu jedem w-Wort w € V¥ gibt es eine =4-Aquivalenzklassen U und V' mit
we UV«
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Beweis: )
Seien Uy, ..., U, alle Aquivalenzklassen von =4 und bezeichne fiir 7 < j w; ;
das endliche Teilwort w()...w(j — 1) von w. Dann wird durch

P ={{i,j} € N? | [wijl=, = U}

eine Partition von IN'? definiert. Nach dem Satz von Ramsey gibt es eine
unendliche Teilmenge 7" C IN und ein ¢ mit T C P. Sei iy das kleinste
Element in 7" und U = [w { (40)]=,, dann gilt offensichtlich

we UUy

Satz 10.30
Ist L C V¥ eine w-reguldre Menge, dann auch V¥ \ L

Beweis
Sei A ein Biichi Automat mit L“(A) = L.

venL= |J ove
(UV)ER

dabei gilt (U,V) € R genau dann, wenn UV¥ N L = ().

10.2.3 Varianten von Biichi Automaten

Wir beginnen mit der einfachsten Modifikation von Definition 10.19 fiir die
wir nicht einmal einen neuen Namen erfinden wollen. Die modifizierten Au-
tomaten sind von der Form C = (S,V, Sy, d, F) mit einer Menge Sy von
Anfangszustinden anstelle eines einzigen Anfangszustands sg.

Lemma 10.31

Zu jedem Biichi Automaten C = (S,V, Sy, d, F') mit einer Menge von An-
fangszustdnden gibt es einen Biichi Automaten A mit einem einzigen An-
fangszustand und

L(C) = L*(A)
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Beweis: Sei Sy = {s1,...,sr}. Wir setzen C; = (5,V,s;, 9, F). Offensicht-
lich gilt L¥(C) = Ule L¥(C;). Die Existenz von A folgt jetzt aus Abgeschlos-
senheit w-regulérer Mengen unter Vereinigung.

Definition 10.32 (Erweiterte Biichi Automaten)
Ein erweiterter Biichi Automat

A:(57M50757F17"~7Fn)

unterscheidet sich von einem (normalen) Biichi Automaten nur dadurch, dafl
er statt einer einzigen Menge F' von Finalzustdnden endliche viele solcher
Mengen Fi, ..., F, enthilt.

Eine Berechungsfolge w wird akzeptiert, wenn es eine Berechungsfolge s fiir
w gibt, die fiir jedes j, 1 < 7 < n unendlich viele Zusténde aus F} enthilt.
Die von A akzeptierte w-Sprache kann dann definiert werden als:

L¥(A) = {weV¥| es gibt eine Berechnungsfolge s fiir w,
so daf fiir jedes j,1 < j < n, die Menge {i | s; € F;} unendlich ist.}

Das Konzept eines erweiterten Biichi Automaten macht in vielen Féllen
das Leben (fiir den theoretischen Informatiker) etwas einfacher, an Aus-
drucksstérke wird gegeniiber den einfachen Biichi Automaten nichts gewon-
nen:

Lemma 10.33
Zu jedem erweiterten Biichi Automaten A, gibt es einen einfachen Biichi
Automaten A mit

L#(A) = L (A)

Beweis: Dieselbe Konstruktion, die in dem Beweis von Lemma 11.2 be-
nutzt werden wird, kann auch benutzt werde um zu einem erweiterten Auto-
maten A, = (Se, V, s§, 0¢, F1, I) einen dquivalenten einfachen A = (S, V] s¢, 6, F)
zu konstruieren. Diese Konstruktion kann man dann n-mal wiederholen um
auch den allgemeinen Fall abzudecken.

Definition 10.34 (Miiller Automaten)

Ein Miiller Automat M = (S,V, sg,d, F) ist ein endlicher Automat M =
(S,V, sg,0) ohne Angabe von Endzustdnden, aber stattdessen mit einer Men-
ge F nicht leerer Endzustandsmengen, d.h. fiir alle F' € F gilt ' C S und
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F40.
Ist 0 = s1,..., 8y, ... eine Zustandsfolge, so bezeichnet In(o) die Menge der
Zusténde, die unendlich oft in ¢ vorkommen, also

In(o) ={s € S| es gibt unendlich viele n mit s, = s}

Die von einem Miiller Automat M = (S, V] sq, 0, F) akzeptierte w-Sprache
wird definiert durch:

LY(M) ={w e V¥ | In(o) € F fiir eine Berechnungsfolge o fiir w}

Lemma 10.35

Die Klasse der von nichtdeterministischen Biichi Automaten akzeptierten
w-Sprachen stimmt iiberein mit der von nichtdeterministischen Miiller Au-
tomaten akzeptierten w-Sprachen.

Beweis: Fiir die einfache Richtung, siche Ubungsaufgabe 10.2.9.

Fiir die umgekehrte Richtung gehen wir von einem Miiller Automaten M =
(S,V, 50,0, F) aus und suchen einen Biichi Automaten A mit L¥(M) =
L¥(A). Wir werden den Automaten A nicht im einzelnen konstruieren, son-
dern seine Existenz aus den bisher bewiesenen Sétzen herleiten. Als erstes
betrachten wir den Spezialfall, da§ F = {Fy} ist mit Fy = {ay,...,a,}. Seien
by, ..., b, die anderen Buchstaben im Alphabet V. Nach Lemma 10.33 gibt
es einen Biichi Automaten Ay mit

L¥(Ag) = {weV¥| es gibt eine Berechnungsfolge o in Ay fiir w
mit Fy Cin(o)}

AuBerdem konnen wir Biichi Automaten A; konstruieren mit L¥(A4;) = {w €
V¢ | b; kommt in w nur endlich oft vor}. Fiir den Durchschnittsautomaten
(nach Satz 10.24 (5)) A von Aj,A;,... A, gilt dann L¥(A) = LY(M).

Ist im allgemeinen Fall F = Fy, ..., F;. Dann liefert das bisherige Verfahren
fir 1 <4 < k Biichi Automaten B; mit L*(B;) = L*((S,V, so, 6, {Fi})). Fir
den Vereinigungsautomaten (nach Satz 10.24 (1)) B von By,. .. By gilt dann
L¥(B) = L¥(M).

10.2.4 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 10.2.1

Ist L eine w-reguldre Sprache und K eine reguldre Sprache, dann ist auch
K L eine w-reguldre Sprache.
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Ubungsaufgabe 10.2.2

Bestimmen Sie die von dem folgenden Biichi Automaten akzeptiert w-Sprache
in dem Alphabet V' = {a,b, c}.

4 )
a
\)(\b/
- /

Ubungsaufgabe 10.2.3
Der in Abbildung 10.2 gezeigte endliche Automat A ist nichtdeterministisch.

1. Berechnen Sie den dquivalenten deterministischen endlichen Automa-
ten A;.

2. Bestimmen Sie L“(.A;).

Ubungsaufgabe 10.2.4

Sei A eine endlicher Automat, so dafl fiir jeden Endzustand ¢; und jeden
Buchstaben = des Vokabulars d4(qs,z) = 0 gilt. Nach Lemma 10.10 stellt
diese Annahme keine Einschrinkung der Allgemeinheit dar. Wir benutzen

K als Abkiirzung fiir L(A).
Der Automat B sei wie folgt definiert:

@B = Qa
s = s
5B(Q7x) = 5A(Q7'r) falls q ¢ FA,SU eV
6(q,r) = dalq,x)Uda(sy,x) fallsqge€ Fa,x eV

Fp = Fy
Zeigen Sie, L¥(B) = K“.

Ubungsaufgabe 10.2.5

Zeigen Sie, dafl in der vorangegangenen Ubungsaufgabe, Nummer 10.2.4, die
Voraussetzung an den Automaten A unverzichtbar sind.
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Ubungsaufgabe 10.2.6

Finden Sie endliche Automaten A, A;, so daB fiir die akzeptierten Sprachen

Klﬁng(i) aber KlﬂKQ#Q)

Ubungsaufgabe 10.2.7

Finden Sie einen deterministischen Biichi Automaten A, so dafl das Kom-
plement der von A akzeptierten Worter nicht von einem deterministischen
Biichi Automaten akzeptiert wird.

Ubungsaufgabe 10.2.8

In der Definition 10.19 eines Biichi Automaten wurde nicht geklért, ob spon-
tane Ubergénge zugelassen sind oder nicht. Zeigen Sie: zu jedem endlichen
Automaten A gibt es einen Automaten B ohne spontane Transitionen mit

L¥(A) = L*(B)
Ubungsaufgabe 10.2.9

Finden Sie zu einem gegebenen (nicht deterministischen) Biichi-Automaten
A= (S4,V, 58,04, F) einen Miiller-Automaten M = (Sys, V, s}, 8,7, F) mit

L(A) = L*(M)
Ubungsaufgabe 10.2.10

Zeigen Sie, daBl es zu jedem Miiller Automaten M iiber dem Alphabet V'
einen komplementédren Miiller Automaten M., gibt, d.h.

L¥ (M) = VEN\ L (M)

Zusammen mit Lemma 10.35 erhalten wir damit einen alternativen Beweis
zu Satz 10.30 fiir die Abgeschlossenheit w-reguldrer Mengen unter Komple-
mentbildung .

Ubungsaufgabe 10.2.11

Sei A = (S,V, sg,0, F) ein endlicher Automat. Fiir ein Wort w € V¥ defi-
nieren wir induktiv Mengen @, (w) von Zustédnden:
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Qo(w) = {so}
Qui1(w) = UseQn(w) 6(s,w(n))

Schliefllich sei
LY(A) = {w € V¥ | fiir unendlich viele n gilt Q,(w) N F # 0}

Frage: Gilt
LY (A) = L¥(A)

fiir alle A.

Ubungsaufgabe 10.2.12

Das Alphabet V' enthalte mindestens die beiden Buchstaben a und b. Die
Menge L3, bestehe genau aus den Wortern w € V¥, so daf fiir jedes n mit
w(n) =a gilt w(n+ 1) = b oder w(n + 2) = b oder w(n + 3) = b.

Finden Sie einen Biichi Automaten B3, mit

L* (BaBb) - La3b-
Ubungsaufgabe 10.2.13

Das Alphabet V' enthalte mindestens die beiden Buchstaben a und b. Finden
Sie einen Biichi Automaten By spoo, S0 dal w € L¥(Byoo—sboo) genau dann
gilt, wenn w die Bedingung erfiillt:

Wenn a in w unendlich oft vorkommt, dann kommt auch b in w unendlich
oft vor.

Diese Figenschaft kann als Grundmuster fiir Fairnessbedingungen angesehen
werden, wenn durch den Buchstaben a symbolisert werden soll, daf eine Akti-
on ausfiihrbar ist und b symbolisiert, dafl diese Aktion tatsdchlich ausgefiihrt
wird.

Ubungsaufgabe 10.2.14

Wir stellen uns die symbolische Modellierung eines Systems vor, in dem
eine Aktion A ausfithrbar sein kann oder nicht. Die Ausfiihrbarkeit von A
soll durch die Boolesche Variable a beschrieben werden. Weiterhin kann in
dem betrachteten System die Aktion A tatséchlich ausgefiihrt werden oder
nicht. Die Ausfithrung von A soll durch die Boolesche Variable b beschrieben
werden. Es ist nicht ausgeschlossen, dafl a und b gleichzeitig wahr sind. Zur
Beschreibung dieses Systems in unserem bisherigen formalen Rahmen be-
trachten wir das Alphabet V' mit den Buchstaben w = {}, x = {a}, y = {b},
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z = {a, b}. Eine Ausfiihrungsfolge des Systems wollen wir schwach fair (engl.
weakly fair) nennen, wenn b unendlich of wahr wird, falls von einer Stelle an
a immer wahr ist. Entsprechend nennen wir ein Wort w € V¥ schwach fair
wenn aus der Existenz einer Zahl n mit w(m) € {x, z} fiir alle m > n folgt,
daf es unendliche viele £ > n gibt mit w(k) € {y, z}.

Finden Sie einen Biichi Automaten By, fair, 50 daBl LY (By 4ir) genau die Men-
ge der schwach fairen Worter in V¥ ist.

Ubungsaufgabe 10.2.15

Zu jedem Automatenalphabet V' assoziieren wir die Signatur Xy, welche
fiir jeden Buchstaben a € V ein ein-stelliges Pradikatszeichen P, enthilt.
Zusétzlich enthélt Yy das zwei-stellige Relationszeichen < und das ein-stellige
Funktionszeichen s().

Es gibt einen natiirlichen Zusammenhang zwischen Wértern w € V¢ und der
Struktur M,,, die wie folgt definiert ist:

Universum M, = N Menge der natiirlichen Zahlen
< = {ibliche Ordnung auf N
sMw(n) = n+1

PMw(n) ist wahr gdw w(n) =a

Beachten Sie, dafl die ersten drei Teile der Definition von M, nicht von w
abhéngen.

Wir fixieren ein Alphabet V', das mindestens a, b, ¢ enthélt. Finden Sie eine
Formel F' der Logik zweiter Stufe, so dafl fiir alle w € V¥ gilt M,, E F
genau dann, wenn w € {ab, bbc}*.

Ubungsaufgabe 10.2.16
Mit der Notation aus Aufgabe 10.2.15:

1. Finden Sie eine Formel der Pridikatenlogik erster Stufe Fi, so daf fiir
alle w € V¥ gilt: M,, = F; gdw w € L3, wobei Lgg in Aufgabe
10.2.12 definiert wurde.

2. Finden Sie eine Formel der Pradikatenlogik erster Stufe F5, so daf§ fiir
alle w € V¥ gilt: M, = F» gdw w liegt in der in in Aufgabe 10.2.13
definierten Sprache.

3. Dasselbe fiir die in Aufgabe 10.2.15 definierte Sprache. Die gesuchte
Formel soll F3 heiflen.
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Ubungsaufgabe 10.2.17

Es ist naheliegend die in Definition 10.14 eingefiihrten reguldren Ausdriicke
zu w-reguldren Ausdriicken zu erweitern.

Definition 10.36 (w-reguldre Ausdriicke)

Die Menge Regy der reguldren Ausdriicke iiber einem Alphabet V' wird
induktiv definiert durch:

1. 0 € Regy,

2. € € Regy,

3. fiir jedes a € V ist a € Regy,

4. fiir t € Regy gilt auch t* € Regy und t* € Regy,

5. fiir t1,t9 € Regy gilt auch (t1t3) € Regy und (t1 + t2) € Regy.

Definition 10.37 (Semantik w-regulidrer Ausdriicke)

Durch die folgende Vorschrift wird jedem w-reguldren Ausdruck ¢ iiber V
eine Menge S(t) von Wortern in V* U V* zugeordnet.

1. S() =0,
2. S(e) = {e},
3. S(a) ={a},

4. St*) = {w...wpqw, | w e SE)NVHfirl <i<n,,
w, € V*UV¥ 0<neN}

5. 8(t) ={wy...w;... | SE)N(V*\{e}) fir alle 1 <i,i € N},

Zeigen Sie, dafl zu jedem Biichi Automaten B ein w-reguldrer Ausdruck tz
existiert mit

L#(B) = S5(ts)
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Ubungsaufgabe 10.2.18

Es ist naheliegend zu fragen, ob in der vorangegangen Ubungsaufgabe 10.2.17
auch die umgekehrte Aussage gilt, d.h. ob es zu jedem w-reguléren Ausdruck
t einen Automaten B gibt, der genau die Worter in S(t) akzeptiert. Das erste
Problem besteht darin, da§ S(t) sowohl endliche als auch unendliche Worter
enthélt, wir aber noch kein Automatenmodell kennengelernt haben, das end-
liche und unendliche Wérter gleichzeitig akzeptiert. Das konnte man wohl
dndern, aber es bliebe noch ein steiniger Weg zu einer endgiiltigen Beant-
wortung der gestellten Frage. Wir schlagen hier einen anderen Losungsweg
vor. Wir definieren zwei Transformationen, fin und inf, auf der Menge der
w-reguldren Ausdriicke durch wechselseitige Induktion:

fin(0) =0 inf(0) =0

fin(e) = ¢ inf(e) =0

fin(a = a inf(a = 0

fin(tr) = fin(t)" inf () = fin(t)"inf(t)
fin(t?) =0 inf(t¥) = fin(t)®

fin(ti +12) = fin(ti) + fin(tz) inf(ti+1t2) = inf(t) +inf(t2)

Zeigen Sie
1. Fiir jeden w-reguldren Ausdruck ¢ gilt
S(fin(t)) = S{E)NV* und S(inf(t)) = S(t) NV«
2. Fiir jeden w-reguldren Ausdruck ¢ gilt
S(t) = S(fin(t)) U S(inf(t))

3. Fiir jeden w-reguldaren Ausdruck ¢ gibt es einen endlichen Automaten

B, so dal L(B) = S(fin(t)).

4. Fiir jeden w-reguldren Ausdruck ¢ gibt es einen Biichi Automaten B,

so dafl L¥(B) = S(inf(t)).
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Kapitel 11

Modellpriifung
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11.1 Einfiihrung

Um einen Einstieg in die Probleme und grundlegenden Konzepte temporaler
Logiken zu finden, betrachten wir in diesem Abschnitt in aller Ausfiihlichkeit
ein Beispiel aus dem Gebiet der Verifikation von Kommunikationsprotokollen.
Bei der Ausarbeitung dieses Materials habe ich viel dem dem Buch [Hol04,
Chapter 14] profitiert. Holzmann, und damit auch die folgende Darstellung,
orientiert sich an dem ITU Standard SS7 (Signaling System 7) fiir 6ffentliche
Telefonnetze (public-switched telephone network). Fairerweise muff man je-
doch eingestehen, dal hier nur ein minimaler Teil von SS7 iiberhaupt zur
Sprache kommt.

offhook
—_— T
N
onhook

Abbildung 11.1: Einfaches Modell eines Telefonteilnehmers

digits

In Abbildung 11.1 ist ein einfaches Modell eines Telefonteilnehmers (engl.
subscriber) gezeigt. Die einzigen Aktionen in dem Modell sind Hérer abneh-
men (ofthook), Hérer auflegen (onhook) und Wehlen (digits). Es wird nicht
unterschieden ob der Teilnehmer selbst anruft oder angerufen wird. Wir be-
schranken uns in dem ganzen Szenarium auf den Teilnehmer, der das Ge-
sprach initiiert. Nach dem der Benutzer den Horer abgehoben und gewahlt
hat wird auch nicht weiter unterschieden, was passiert. Kommt eine Verbin-
dung zustande? Ist die gerufene Nummer besetzt? Nimmt der Teilnehmer
am anderen Ende der Leitung ab? Das alles ist in dem einen Zustand Busy
zusammengefasst.

Ein zweiter Bestandteil des Kommunikationsmodels ist die lokale Vermitt-
lungstelle. Ein Automat dafiir ist in Abbildung 11.2 zu sehen. In dem Ab-
schnitt 10.1 iiber Automaten hatten wir ein abstraktes Alphabet V' betrach-
tet, das zur Markierung von Kanten diente. Der Kantenmarkierungen in
Abbildung 11.2 sind dagegen um Einiges konkreter. Ausdriicke der Form
tpc?xxxr besagen, dafl die Vermittlungsanlage die Nachricht zzx iiber den
Kanal tpc empfangen hat. Folgendes Vokabular fiir Nachrichten steht zur
Verfiigung;:
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tpc?rel

tpc?acm

Abbildung 11.2: Einfacher Automat einer Telephonvermittlung

| Nachricht | Bedeutung |

offhook Horer wurde abgehoben

onhook Horer wurde aufgelegt

digits Nummer wurde gewahlt

iam initial address message

acm address complete message

rel Einleitung des Verbindungsabbaus (release)
anm End-zu-Endverbindung hergestellt

rlc Quittierung des Verbindungsabbaus

Woher die empfangenen Nachrichten kommen kann man aus dem Automa-
ten nicht erkennen. Das weiss die Anlage in Wirklichkeit auch nur, weil zu
den Nachrichten noch Datenfelder gehoren, in denen entsprechende Informa-
tion geliefert wird. In unserem Szenarium kénnen wir aber erklaren woher die
Nachrichten kommen. Die ersten drei offhook, onhook und digits kommem
vom Teilnehmer. Wenn er den Horer abhebt, geht bei der Vermittlungsanlage
die Nachricht tpc?offhook ein. In dem Kommunikationsprozess sind neben
den bisher geanntent Akteuren, dem Teilnehmer und der lokalen Vermitt-
lungsstelle, weiterhin beteiligt, ein Zielteilnehmer, eine Zielvermittlungsstelle
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und auch Zwischenknoten des Verbindungsweges. Die Nachrichten acm, anm,
rel und rlc werden von der Zielvermittlungsstelle an die lokale Vermitt-
lung geschickt. Die initial address message wird, in unserem Szenarium. von
der lokalen Vermittlung an die Zielvermittlungsstelle geschickt. In Abbildung
11.2 sind nur die Bedingungen fiir die Ausfithrung eines Zustandsiibergangs
eingetragen (engl.guards), die Aktionen, die zusétzlich zur Zustandénderung
passieren sind der Ubersichtlichkeit halber weggelassen worden.

Zwei typische Abldaufe des Vermittlungsautomaten ist in Abbildung 11.3 zu
sehen. 1.Beispiel: Zustand ist idle, Teilnehmer hebt Horer ab, Zustand ist dial,
Teilnehmer wihlt, Zustand ist wait, der gewiinschte Teilnehmer wird erreicht
und nimmt seinerseits den Horer ab, Zustand ist connect, der Zielteilnehmer
legt den Horer auf, Zustand ist busy , Teilnehmer legt den Horer auf, Zustand
ist idle. Der Beispielablauf 2 entsteht, wenn der das Gespréch initiierende

Teilnehmer zuerst den Horer auflegt.

Abbildung 11.3: Beispielablauf des Automaten aus Abb.11.2

316
kolc}

Eine wichtige Aufgabe der formalen Analyse von Kommunikationsprotokol-
len ist es Ausagen iiber aller moglichen Abldufe eines Systems zu machen.
Zum Beispiel, dafl zwischen zwei Auftreten des Zustand connect mindestens
einmal der Zustand idle vorkommen mufl. Wie sollen wir Abldufe formal
beschreiben? Wir fassen dazu die Kreise in Abbildung 11.3 als abstrakte
Zeitpunkte auf. Abtrakt deswegen, weil wir nicht messen wollen wieviel Zeit
vergeht um von einem Zeitpunkt zum anderen zu kommen. Die zeitliche
Ordnung in vorher und nachher und die Tatsache, das jeder Zeitpunkt einen
unmittelbar folgenden hat sind hier ausschlaggebend. In Abbildung 11.3 ist
nur ein endliches Anfangsstiick eines moglichen Ablaufs gezeigt. Der Ver-
mittlungsautomat hort ja nicht auf zu arbeiten. Deswegen wollen wir auch in
unserer Formalisierung annehmen, dafl die Folge der abstrakten Zeitpunkte
keinen letzten Zeitpunkt aufweist. Mit anderen Worten haben wir uns gera-
de auf die Ordnungsstruktur der natiirlichen Zahlen, (N, <), festgelegt. Fiir
jeden der sieben Zustédnde des Automaten aus Abbidung 11.2 fithren wir ein
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aussagenlogisches Atom ein und koénnen dann eine Ablauf beschreiben als
eine Kopie der natiirlichen Zahlen, aufgefasst als Folge abstrakter Zeitpunk-
te, wobei zu jedem genau eines der aussagenlogischen Atome wahr ist. Es
kann sinnvoll sein noch weitere aussagenlogische Atome einzufiihren, z.B. in
unserem Szenarium ein Atom OH, das in einem Zeitpunkt wahr ist, wenn zu
diesem Zeitpunkt der Horer des anrufenden Teilnehmers abgehoben ist. In
dem Abschnitt werden wir auch zweigen, wie die temporale aussagenlogische
Sprache LTL aus Abschnitt 8.1 zur Formulierung temporaler Eigenschaften
benutzt werden kann. Insbesondere werden omega-Strukturen als Beschrei-
bungsstruktur benutzt.
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11.2 Biichi Automaten und LTL

Wir kommen nun zu einem wichtigen Punkt in der Entwicklung der tempo-
ralen Logik: Wir wollen einen Zusammenhang herstellen zwischen endlichen
Automaten auf der einen Seite und der temporalen Logik LTL auf der ande-
ren.

Wir erinnern zunéchst daran, daf§ wir in Definition 10.19 die Menge L¥(.A)
der von A akzeptierten unendlichen Worter definiert hatten. Die in solchen
Wortern vorkommenden Buchstaben aus dem Alphabet V', die auch als Kan-
tenmarkierungen des Automaten auftreten, hatten bisher keine besondere
Bedeutung. Das soll sich jetzt dndern. Sei > die Menge aller aussagenlogi-
schen Atome einer temporalen Logik, sieche Abbildung 8.3. Wir setzten jetzt
das Automatenvokabular V = 2*. Ein w-Wort £ € V¥ ist jetzt gleichzeitig
eine omega-Struktur. Jetzt konnen wir das néchste Ziel, realisiert durch Satz
11.3, formulieren. Zu jeder LTL-Formel A wollen wir einen Biichi-Automaten
Apg finden mit

L¥(Ap) ={£ e V¥ [ = A}

o) e

(a) Agpp mit A= <0Op (b) Apuntitg mit A=pUgq

v
- -
\Y% Y

(€) Ainfq mit A =00g (d) Aingp mit A=00p

Abbildung 11.4: Automat fiir LTL-Formel A

Beispiel 11.1
Sei ¥ ein Menge aussagenlogischer Atome mit p,q € 3, V = 2* das entpre-
chende Automatenvokabular und P={be V |peb}, Q={beV |q € b}.
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Dann gilt fiir die Automaten aus der Abbildung 11.4:

L(Amp) = {£€V¥ | E<Op}
Lw(Apuntilq) = {{eV¥[{EFpUgq}
LY(Aigp) = {£€V¥|EEDOOP}
LY(Aigg) = {£€VY[{EDOCq}

Lemma 11.2

Seien Ay = (S1,V,sY,61, F1), As
LTL-Formeln mit L“(A;) = {¢
§ = Co}

Dann gibt es einen Biichi-Automaten C mit

= (S, V, 89, 62, F») Biichi-Automaten, C1, Cy
€ V¥ | FECi}und L¥(Ay) = {{ € V¥ |

L2(C)={§ e V¥ [ (CL ANCo)}

Wir benutzen gelegentlich die Notation C = A; N A,.

Beweis Nach Satz 10.24 ist die Richtigkeit des Lemmas schon klar. Der
Beweis von Satz 10.24 war jedoch indirekt gefiithrt worden. Wir wollen hier
eine explizite Konstruktion von C aus A; und A, vorfithren. Wir beginnen
mit einem Beispiel. Ein erster Versuch konnte sein, fiir C das direkte Produkt
von A und B einzusetzen. Das direkte Produkt von A, und A;.p, ist in
Abbildung 11.5 zu sehen.

4 N

7z
-
\ VA {q} /

Abbildung 11.5: Erster Versuch eines Automaten fir (OCp) A (O<q)

Man sieht, daf} dieser Automat iiberhaupt kein w-Wort akzeptiert. In Abbil-
dung 11.6 ist der korrekte Automat zu sehen. Wir haben die beiden uner-
reichbaren Zustdnden dieses Automaten gleich ganz weggelassen.

Im allgemeinen kann C = (S, V, s, §, F') wie folgt konstruiert werden.
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P
a

\/
Y

Abbildung 11.6: Ein Automaten fiir (OCp) A (O<Oq)

S = Sl X SQ X {1,2}
s° = (5(1]’5(2)71)
F = F1 X 52 X {]_}

fir alle s1 € Sy, 89 € Sy,1 € {1,2}

(t1,t9,7) € 0%((s1,82,1),a) & t; € 61(s1,a) und ty € da(s9, )
falls s; € F3

(t1,t2,2) € ' ((s1, 82,1),a) & 1 € d1(s1,a) und ty € da(s9,a)
falls sy € Fy

(t1,t2,1) € 6%((s1, 89,2),a) & t; € 61(s1,a) und ty € da(s9,a)
5((s1,82,1),a) = 6°((s1, 82, 1),a) U 6 ((s1, 82, 1), a)

5((s1, 89,2),a) = 6°((s1, 82, 2),a) U d%((s1, 82, 1), a)

Die Idee dahinter ist, den Produktautomaten zweimal zu benutzen. Die Zustédnde
von Teil 1 sind alle Tripel (s1, s9,1) mit s; € S; , die Zusténde von Teil 2 sind
entsprechend die Tripel (sq, s2,2). Innerhalb einer der beiden Teile sind auf
jeden Fall die Ubergénge des Produktautomaten méoglich, das wird durch §°
definiert. Ist s; ein Endzustand des ersten Automaten, so gibt es zusétzlich
Transitionen von (sy, 9, 1) in den 2. Teil von C. Das beschreibt §'. Ist s, ein
Endzustand des zweiten Automaten, dann gibt es auflerdem Transitionen
von (s, 82,2) in den ersten Teil. Das wird durch §% beschrieben.

Fortsetzung des Beweises von Lemma 11.2 Istr =1ry,79,...,7,... €i-
ne Berechnungsfolge des Automaten C, wobei r, = (sl,s2,4,) € S, dann ist
st =si,s) ... sl ... eine Berechnungsfolge fiir A; und s = s%,s3,...,s2 ...
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eine Berechnungsfolge fiir A,. Ist r eine akzeptierende Berechnungsfolge,
dann muf eine Endzustand (s,,1) mit s € F; unendlich oft als r, vor-
kommen. Damit wire auf jeden Fall s' eine akzeptierende Berechnungsfolge
fiir A;. Wird aber ein Zustand (s, ¢, 1) erreicht, dann ist der nichste Zustand
von der Form (s',#,2). Von Zustdnden mit der Endziffer 2 kommt man zu
einem Zustand mit der Endziffer 1 nur wieder zuriick, indem ein Zustand der
Form (s,t,2) mit t € Fy durchlaufen wird. Daraus folgt, da§ auch in s* ein
Endzustand aus F, unendlich oft vorkommen muf.

Satz 11.3
Zu jeder LTL-Formel B gibt es einen Biichi-Automaten Ag mit

L*(Ap) ={£ e V¥ [ { = B}.

Beweis: Wir fixieren eine Menge P von aussagenlogischen Atomen und
eine LTL-Formel B € LT LFor(P). In der Formel B diirfen die temporalen
Operatoren U, V und X vorkommen. Wir konnen annehmen, daf§ B in
Negationsnormalform vorliegt, d.h. dafl Negationszeichen — nur for atomaren
Formeln vorkommt. Wir geben explizit einen erweiterten Biichi Automaten
Ap = (V, S, Sy, d, F) mit eine Menge von Anfangszustédnden an, so daf

L*(Ap) ={ € V¥ | £ = B}

gilt. Der Rest des Beweises wird dann durch die Lemmata 10.31 und 10.33
erledigt.

Wir kommen zur Definition Ag

Vokabular V =2

Zustinde Sei subF(B) die Menge aller Teilformeln von B.
S = {sCsubF(B)| 0¢s
wenn (C; A Cy) € s dann C € s und Cy € s
wenn (Cy V Cy) € s dann C € s oder Cy € s

Anfangszustinde Sy={se€ S| B € s}
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Ubergangsfunktion Fiir s,¢ € S und a € 2 gilt t € §(s,a) wenn alle
folgenden Bedingungen erfiillt sind

Fiir alle p € P mit p € s gilt p € a.

Fiir alle p € P mit —p € s gilt p € a.

Falls X A € s dann A € t.

Falls AU B € s, dann gilt B € soder A€ sund AU B € t.

Falls AV B € s,dann (B € sund A € s) oder B€ sund AV B € t.

A

Endzustandsmengen Seien E; = A; U B; fiir 1 < i < k alle Formeln der
Form A U B, die in subF(B) vorkommen. Dann ist F = {Fy,..., F;} mit

Fi={s€S|E;&soder E; € sund B; € s}

Damit ist die Definition des Automaten .4p abgeschlossen und wir gehen nun
daran zu beweisen, dafl er die gewiinschten Eigenschaften hat.

Behauptung 1 L“(Ap) C{{ € V¥ | ¢ |= B}

Sei £ € L¥(Ap) und r = rg,...r,,... eine akzeptierende Berechnung des
Automaten Agp fiir £ (siehe Definition 10.19). Dann zeigen wir fiir jede Formel
C € subF(B) und jedes i > 0

C’Eri:>£i):C

Da in jedem Fall ry € Sy gilt und B eine Element jedes Anfangszustands ist,
folgt aus der Behauptung 1 insbesondere &, = ¢ = B.

Beweis von Behauptung 1 Durch strukturelle Induktion iiber die Kom-
plexitét der Formel C'. Nach der Definition einer Berechnugnsfolge gilt r;,; €
d(r4,£(7)), davon und von der obigen Definition der Transitionsrelation § wer-
den wir intensiven Gebrauch machen.

C ist Literal
Aus den Bedingungen 1 und 2 der Definition von ¢ folgt schon die Behaup-

tung. Man muf sich an dieser Stelle erinnern, dal p € £(i) gleichbedeutend
mit £(7) = p und p & £(i) gleichbedeutend mit (i) = —p ist.
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0201/\02 oder 0201\/02

In diesem Fall greifen wir auf die Definition der Menge der Zusténde S zuriick.
Wenn (Cy A Cy) € 1; (((CyVCy) € r;) dann wurde verlangt da§ Cy € r; und
Cy € 1, (Cy € 1y oder Cy € r;) gilt. Nach Induktionsvorausetzung folgt
&L ECIund & E Cy (& E Croder & E Cy) und damit auch & = Cy A Cy
(& E LV (Gy).

C . Cl U 02

Wir behaupten, daf8 es ein ¢ < j gibt mit Cy € r; und Cy € rj fir alle
j" mit ¢ < 5/ < j. Nach Definition von 0 konnte Cy € r; gelten und wir
hatten j gefunden fiir j = 7. Anderenfalls gilt C; € r; und C; U Cy € 144
und wir kénnen dasselbe Argumente fiir ¢ + 1 anstelle von ¢ wiederholen.
Wenn wir in dieser Iteration auf ein erstes j stoflen mit Cy € r; dann ha-
ben wir es geschafft. Andererseits kénnen wir noch nicht die Moglichkeit
ausschliefen, daf$ fiir alle j > ¢ gilt Cy & r;. Wir wir gesehen haben folgt
daraus €y U Cy € r; fir alle j > <. An dieser Stelle erinnern wir uns
daran, dafl die akzeptierende Berechnung r unendlich oft die Finalmenge
Fr ={s €S| CLUC, € soder C; U (Cy € sund Cy € s} trifft. (Wir
haben angenommen, dafl C; U Cy = Ej.) Insbesondere gibt es ein j mit
¢ < 7 mit r; € F. Beide Annahmen C; U C € 7; und Cy € r; zusammenge-
nommen, stehen dazu im Widerspruch. Also muf} es j mit j > ¢ und C5 € r;
geben. Wir wahlen ein kleinstes j mit dieser Eigenschaft. Nach den bisher
gemachten Annahmen folgt jetzt Cy € r; und C; € rj fiir ¢ < j° < j. Nach
Induktionsvoraussetzung folgt &; = Cs und & |= C) fiir alle i < j' < j. Also
insgesamt & = C7 U Cy.

Cl A\Y 02

Aus Teil 5 der Definition von ¢ folgt auf jeden Fall fiir alle j > 4, wenn
Cy V Oy € rj, dann auch Cy € r;. Somit haben wir auf jeden Fall schon
einmal Cy € r; sicher. Aus der Induktionsvoraussetzung folgt damit &; =
Cy. Gilt jetzt fiir ein j + 1 > 4 die Aussage &1 = —C,, dann folgt mit
der Induktionsvoraussetzung Cy ¢ r;;; und nach der obigen Uberlegung
auch €1 'V Cy ¢ r;41. Nach Teil 5 mufl daher C; € r; gelten, was nach
Induktionsvoraussetzung wieder &; = C) liefert. Insgesamt ist damit £ =
C1 V O gezeigt.

Behauptung 2 {{ € V¥ |{ = B} C L¥(Ap)
d.h. zu jedem ¢ € V¥ mit £ = B gibt es eine akzeptierende Berechnung
r="rg,..., ... von Ag mit r; 1 € §(ry, £(2)) fiir alle 4 > 0.
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Beweis von Behauptung 2 Wir setzen r; = {C' € subF(B) | & | C}.
Man priift leicht nach, dafl fir alle ¢ > 0 gilt r; € S, 41 € (14, £(4)) und
schlieBlich auch, dafl » = rg,...,r,,... eine akzeptierende Berechnungsfolge
fir .AB.

Korollar 11.4
Erfiillbarkeit und Allgemeingiiltigkeit von LTL Formeln ist entscheidbar.

Beweis: Nach dem im vorangegangenen Satz beschriebenen Verfahren kon-
struiert man die Biichi Automaten Ap und A_p. Es gilt

B ist erfiillbar & L¥(Ap) #0
B ist allgemeingiiltie < L¥(A-g) =10
Nach Satz 10.20 sind wir fertig.

11.2.1 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 11.2.1
Finden Sie einen Biichi-Automaten Ay, so da§ L¥(Ay) genau die omega-
Strukturen sind, die p V ¢ erfiillen.

Ubungsaufgabe 11.2.2

Sei X eine aussagenlogische Signatur, mit p, ¢,r € . Finden Sie einen Biichi-
Automaten By, der genau die omega-Strukturen (in der iiblichen Weise als
w-Worter représentiert) akeptiert, welche die LTL-Formel p U ¢ U r erfiillen.

Ubungsaufgabe 11.2.3

In Abb. 11.5 wird ein Automat gezeigt, den genau die w-Worter akzeptiert,
in denen sowohl p als auch ¢ unendlich oft vorkommen. Der Automat diente
als Beispiel fiir die allgemeine Konstruktionsmethode aus Lemma 11.2. Es
gibt wesentlich einfachere Biichi Automaten fiir diese Sprache. Finden Sie
einen mit 3 Zusténden.

Ubungsaufgabe 11.2.4
Im Beweis von Lemma 11.2 haben wir schon ein Gegenbeispiel gesehen zur
Gleichung L¥(A; x Ay) = L¥(Ay) N LY(Ay).

1. Finden Sie ein weiteres moglichst einfaches Gegenbeispiel.
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2. Zeigen Sie, dafl die Inklusion L¥(A; x A;) C L¥(Ay) N L¥(Ay) immer
gilt.

3. Zeigen Sie, daB8 L¥(A; x Ay) = L¥( A1) N L*(A;) gilt, wenn in A; jeder

Zustand ein Endzustand ist.
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11.3 Intervallzeitlogik (Zusatzstoff)

Dieses Unterkapitel wurde im wesentlichen von Mattias Ulbrich zusammen-
gestellt.

In Kapitel 8 wurde die lineare temporale Logik LTL vorgestellt. In Satz
11.3 wurde bewiesen, dafl es fiir jede LTL-Formel {iber einer Signatur X
einen akzeptierenden Biichi-Automaten gibt. Umgekehrt gibt es aber Biichi-
Automaten iiber demelben Alphabet, fiir die es keine LTL-Formel gibt, fiir
die sie ein akzeptierender Automat wéren.

v V\P

(a) (b)
Abbildung 11.7: Biichi-Automaten ohne (a) bzw. mit (b) akzeptierter LTL-
Formel

Als Beispiel sei hierfiir der Automat By, aus Abb. 11.7a angefiihrt, der von
eine omega-Struktur genau dann akzeptiert, wenn in (mindestens) jedem
zweiten Zeitpunkt p zu wahr ausgewertet wird. Dies lésst sich nicht in LTL
ausdriicken. Ubungsaufgabe (ref!8.1.2) zeigt aber, dass es eine Formel gibt,
falls man fordert, dass p genau in jedem zweiten Zeitpunkt zu wahr ausge-
wertet wird.

Es gibt eine verwandte Zeitlogik, deren Méchtigkeit genau der der Biichi-
Automaten entspricht: Die Intervallzeitlogik (Interval Temporal Logic ITL)
wurde von Ben Moszkowski im Rahmen seiner Dissertation eingefithrt und
in [Mos86] publizierte. Fiir jede Formel in ITL gibt es einen akzeptierenden
Biichi-Automaten, und, umgekehrt, fiir jeden Biichi-Automaten gibt es eine
ITL-Formel, fiir die er akzeptierender Automat ist.

11.3.1 Syntax und Semantik von ITL

Definition 11.5 (ITL-Formeln)
Sei X eine endliche Menge aussagenlogischer Atome. Die Menge Fmliry, der
ITL-Formeln iiber der Signatur X ist die kleinste Menge, fiir die gilt:

1. ¥ C Fmly,

2. Sind f1, fo € Fmlir, ITL-Formlen, dann sind auch f; A fo € Fmlpy,
und —f; € Fmlyr, I'TL-Formeln.
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3. Sklp € leITL

4. Sind f1, fo € Fmlipy, ITL-Formlen, dann sind auch f;; fo € Fmlip, und
fi € Fmlyr, ITL-Formeln.

Die Formel f;; fo wird als “f; Schnitt fo” (oder “f; chop f2”) und f* als “f
Stern” (oder “f chop star”) gelesen.

Anders als die LTL, in der Formeln nur iiber unendlichen omega-Strukturen
€ : N — 2% ausgewertet wurden, konnen in ITL auch endliche Zeitstruk-
turen ([0, k], &) zur Auswertung einer Formel herangezogen werden. Die In-
tervallschreibweise ist dabei fir a,b € N mit a < b definiert durch [a, b] :=
{a,a+1,...,b} mit £ : [0, k] — 2*. Ganz allgemein wird der Definitionsbe-
reich D der Zeitstruktur (D, ¢) Intervall genannt und ist der endliche oder
unendliche Abschnitt der diskreten Zeit, fiir den eine Formel ausgewertet
wird.

In unserer Definition der Logik gilt fiir jedes Intervall D, dass

1. entweder es ein k € N gibt mit D = [0, k] oder

2. D =N gilt.

Fiir die nachstehenden Definitionnen ist es hilfreich, den Anfangspunkt einer
Zeitstruktur variieren zu kénnen. Ist M eine Zeitstruktur, dann ist M? die
beim Zeitpunkt d beginnende Teilstruktur von M. Weiterhin brauchen wir
die Zeitstruktur M %€, die der Teilstruktur von M zwischen d und e entspricht.

Definition 11.6 (Teilzeitstrukturen)
1. Sei M = (D,¢) eine Zeitstruktur, d € N, falls D = [0, k| verlangen wir
d < k, falls D = N gibt es keine Einschrankung an d. Die Zeitstruktur
M4 ist definiert durch
(N7 g)d = (N7 fd)
([07 k]a g)d = ([07 k— d]a gd)
mit €4(n) = £(d + n)

2. Sei M = (D, ¢§) eine Zeitstruktur, 0 < d < e, falls D = [0, k] verlangen
wir e < k, falls D = N gibt es keine Einschrankung an e. Die Zeitstruk-
tur M%e ist definiert durch
Mo = (0, e — d], €5)
wobei &5 : [0, e — d] — 2* die Einschrinkung der Funktion &, : N — 2%
auf den Definitionsbereich [0, e — d] ist,

337



Definition 11.7 (Semantik der ITL)
Sei M = (D, €) eine Zeitstruktur, dann gilt fiir ITL-Formeln fi, fo € Fmlty,

pE M.

M =p
ME finf
M= —f
M = skip
M = fi; fa

M= [t

gdw.

p € £(0)

M ): fl und M ): fg

M = fi

D =10,1]

(i) D = [0..k] und

es gibt [, 0 <[ < k, mit M% = f; und M'F |= £,
oder (i1) D = N und

es gibt [ mit M% = f; und M! = f,

oder (11i) D =Nund M = f

(i) D = [0..k] endlich:

es gibt Indizes 0 = k, < ky < ... < k, = k mit MFiki+1 |= f,
(i) D = N unendlich:

Es gibt (unendl. viele) Indizes k =k, < k1 < ko < ...
mit MFikie = f)

oder

es gibt (endl. viele) Indizes k =k, < k1 < ... < k;
mit Mokt = f and M | f)

o« __» skip
skip
l
— A fi; [
fi I

0= ]{70 1{71 ]{72 k3

AN T
f f f

Abbildung 11.8: Graphische Veranschaulichung der Semantik von ITL

Mit Hilfe der temporalen Operatoren kann bei der ITL die Auswertung einer
Zeitstruktur auf die Auswertung von Teilstrukturen reduziert werden. Durch
das skip-Konstrukt kénnen auch Bedingungen an die Lénge der Teilsequenz

gestellt werden.

Beispiel 11.8
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M |= skip ; skip gdw. Es gibt [ mit M |= skip und M' |= skip
gdw. |M%|=1und [M!|=1
gdw. [—=0=1und D=[0,kjund k—1=1
gdw. k=2gdw. D=]0,2]
Die (endl.) Lénge eines Intervalls ist also axiomatisierbar, d.h. fiir jedes k € N
gibt es eine Formel, so dass genau die Zeitstrukturen der Lange k die Modelle
der Formel sind.

Beispiel 11.9
Betrachten wir fiir das folgende Beispiel eine unendliche Struktur M

My = (p Askip)* gdw. Es gibt Indizes & = k, < k1 < .., so dass

ME* 1 = pAskip (wobei das letzte Intervall auch
unendlich sein kénnte)

gdw. Es gibt Indizes £k = k, < k3 < ..., so dass

Mfé’k”l ): p und ki+1 — kz =1
gdw. Fiir alle i € N gilt M4+ = p
gdw. Fiir alle 1 € N gilt p € £(4)
Ebenso zeigt man
([0..k],¢] = (p Askip)* gdw. Firalle i, 0 <i <k gilt p € (i)

Beispiel 11.10
Die Formel 1;0 kiirzen wir mit infinite ab, dabei ist 1 die stets wahre aus-
sagenlogische Konstante und 0 die stets falsche aussagenlogische Konstante.
Es gilt:

M = infinite < M ist unendlich

Wiére M endlich so verlangt die Semantikdefinition, dal ein d existiert mit
M%? = 1 und M?¢ = 0. Die letze Aussage kann nie gelten. Also muf3 M
unendlich sein. In diesem Fall ist M |= 1;0 dquivalent zu M = 1.

Bezeichnen wir mit finite die Formel —infinite dann haben wir offensichtlich

M = finite & M ist endlich

11.3.2 Ausdruckstirke von ITL

Es ist naheliegend ITL Formeln mit w-reguléren Ausdriicken, siche Def.10.36,
zu vergleichen: der ;-Operator entspricht kanonisch der Konkatenation von
reguldren Ausdriicken und der x-Operator der Logik entspricht der Wieder-
holungsverkniipfung. Wir werden in den beiden néchsten Sétzen zeigen, dafl
beide Formalismen die gleiche Ausdruckskraft haben.
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Satz 11.11
Sei ¥ eine Signatur fiir ITL, d.h. ¥ ist die Menge der Atome, die in ITL
auftreten koénnen und V = 2* das Vokabular aus dem die Wérter gebildet
werden, die durch w-regulére Ausdriicke beschriebenen werden. (Dieser Zu-
sammenhang zwischen ¥ und V' wurde schon zu Beginn des Abschnitts 11.2
eingefiihrt.)

Zu jedem w-reguldren Ausdruck ¢ iiber dem Vokabular V' gibt es eine ITL-
Formel itl(t) in der Signatur ¥, so da8

S(t) ={¢ 1€ =atl(t)}

S(t) ist dabei die Auswertungsfunktion fiir w-reguldre Ausdriicke, wie sie
in Definition 10.37 gegeben wurde. Worter aus V* U V¥ werden als endli-
che bzw unendliche Zeitstukturen interpretiert, wie das schon zu Beginn des
Abschnitts 11.2 fiir unendliche Wérter geschehen war.

Beweis Die Transformation itl wird in Tabelle 11.1 definiert:

reg. Expr. ITL
t itl(t)
Vokabular M e2* | skip A /\ pA /\ —p
pEM pgM
Konkatenation tito itl(ty) ; itl(t2)
Unterscheidung t1 +to itl(t1) V itl(ts)
Wiederholung t itl(t)* A finite
w-Rekursion t itl(¢)* A infinite

Tabelle 11.1: Von reg. Ausdriicken zu ITL-Formeln

Der Beweis, dass diese Abbildung korrekt ist, erfolgt natiirlich iiber struk-
turelle Induktion iiber reguldre Ausdriicke. Betrachten wir als ein Beispiel
den Stern-Operator. Nach Induktionsvoraussetzung gilt fiir jede Zeitstruktur
M = (D,¢), dass & € S(t) gdw. & |= itl(t). Wir wollen S(t*) = {£ | €
itl(t*)} zeigen.
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Es gilt:

M Eitl(t)* Afinite <= D =[0..k] endlich und es gibt Indizes
0=k, <k <..<k.,=Fkmit
MFoki = itl(t) fiir 0 <@ <7
D = [0..k] endlich und es gibt Indizes
0=k, <k <..<k =kmit
ghikivn € S(t) fiir 0 <i <r
—= e St

Die anderen Fille analog.

Korollar 11.12

Sei ¥ eine Signatur. Es gibt zu jeder LTL-Formel F' eine dquivalente ITL-
Formel Fj;, das soll heiflen: fiir jede unendliche Zeitstruktur £ in der Signatur
> gilt

EE P gdw & - Py

Beweis Folgt aus Satz 11.3 (von LTL zu Biichi Automat), Ubungsaufgabe
10.2.17 (von Biichi Automat zu w-regulérem Ausdruck) und dem vorange-
gangenen Satz 11.11 (von w-reguldrem Ausdruck zu ITL).

Satz 11.13
Seien ¥ und V' wie im vorangegangen Satz 11.11.
Zu jeder ITL-Formel F' in der Signatur 3 gibt es einen reguldren Ausdruck

reg(F') und einen w-reguldren Ausdruck oreg(F') iiber dem Vokabular V', so
daB

S(reg(F)) U S(oreg(F)) ={¢ [ £ = F}

Beweis Zu jeder ITL Formel F werden die Ausdriicke reg(F') und oreg(F')
in Tabelle 11.2 definiert.

In dieser Tabelle werde Durchschnitt ¢; N ¢3 und Komplement ¢ \ V* bzw.
t \ V* benutzt. Das sind keine Operatoren aus der Basissyntax. Es ist aber
bekannt, dafl es regulére, bzw. w-reguldre Ausdriicke in der Basissyntax mit
derselben Semantik gibt.

Es bleibt zu zeigen, dal reg und oreg die geforderten Eigenschaften haben.
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ITL | endl. reg. Ausdr. w-reg. Ausdruck
F reg(F) oreg(F)
AL-Atome | pe X PV pPV®
Negation —F V*\ reg(F) Ve \ oreg(F)
Konjunktion | FAG | reg(F)Nreg(Q) oreg(F) Noreg(Q)
Schritt skip V 0
Schnitt F;G reg(F)reg(Q) reg(F)oreg(G) + oreg(F)
Stern F* reg(F)* reg(F)*oreg(F) + reg(F)~

Tabelle 11.2: Von ITL-Formeln zu reg. Ausdriicken

Der Beweis geht hier iiber die Struktur der Formel. Betrachten wir wieder

exemplarisch den Sternoperator. Es gilt:

<= D =[0..k] und es gibt Indizes
0=k, <k <...<k, =k mit
kvt = F fiir 0 <@ <7

1. & endlich:

2. € unendlich: ¢ = F*

EFF

Ind-vor.
<~

D = [0..k] endlich und es gibt Indizes

0=k, <k <...<k, =k mit

ghikivt € S(reg(F)) U S(oreg(F)) fir 0 <i <r

&  hikin e S(reg(F)), da endliche Folgen
= e V(reg(F)") = V(reg(F"))

— Es gibt k =k, < k; < ... mit Fokint |= f)

oder

es gibt (endl. viele) Indizes k =k, < ... <k,

mit ¢Fikivt = Fund €8 = F

Es gibt k =k, < ki < ... mit Fkirt € S(reg(F))
oder
es gibt (endl. viele) Indizes k =k, < ... < k,

mit Fikirt € S(reg(F)) und €5 € S(oreg(F))
¢ € S(reg(F)“ Ureg(F)*oreg(F)) = S(oreg(F™))
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11.3.3 Konstruktive Transformation von LTL in ITL
Noch in Arbeit

Nach Korollar 11.12 gibt es zu jeder LTL Formel F' eine dquivalente I'TL
Formel Itl(F'). Allerdings ist das eine reine Existenzaussage und liefert kein
brauchbares Verfahren It/(F') direkt aus F' zu berechnen. Gibt es solches
Verfahren? Dieser Frage wollen wir in diesem Unterabschnitt nachgehen.

Definition 11.14 (Linkseinfache LTL Formeln)
Die Menge der linkseinfache LTL Formeln ist induktiv definiert durch

1. fiir jedes Atom p, sind p, =p, X p und X —p linkseinfach.
2. sind Fi, F5 linkseinfach, dann auch F; V F, und Fi A Fs.

3. ist F linkseinfach, GG eine beliebige LTL-Formel, dann ist auch ¥ U G
linkseinfach.

Man beachte, dal per Definition jede linkseinfache Formel F' eine Negati-
onsnormalform ist, d.h. dal in F' das Negationszeichen nur vor Atomen vor-
kommt.

Definition 11.15 (ITL-Normalform)
Eine LTL Formel F ist eine ITL-Normalform, wenn

1. F eine Negationsnormalform ist,

2. fiir jede in F' vorkommende Teilformel der Form F; U F, die erste
Komponente F} eine linkseinfache Formel ist und

3. in F' die temporalen Operatoren U und O, vorkommen kénnen.

Lemma 11.16

Zu jeder LTL-Formel F' gibt es eine dquivalente LTL-Formel nf(F') in ITL-
Normalform.

Beweis Sei F' eine beliebige LTL-Formel. Durch Anwendung der deM-
organschen Regeln und der Tautologien -(AU B) <» AV =B, -(AV B) <
-A U =B, -0CA « O0-A, "0A < O=A4, - X A + X —A transformiere
man F' in eine Negationsnormalform Fj. Durch wiederholte Anwendung der
Tautologie A V. B <+ OBV (B U (A A B)) (siehe Ubungsaufgabe 8.1.10)
transformiere man F) in eine dquivalente Negationsnormalform Fy, in der 'V
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nicht mehr vorkommt. Als néchstes ersetzen wir jede Teilformel A U B von
F5 durch eine dquivalente ITL-Normalform. Das ist ein rekursives Verfahren.
Ist A U B eine Teilformel von Fj, dann bringen wir A in eine aussagenlo-
gische konjunktive Normalform. Wegen der leicht einzusehenden Tautologie
(A1 N A3) U B + (A1 U BA Ay U B) miissen wir nur noch den Fall be-
trachten (A; V... Ag) U B wobei alle A; entweder Literale sind oder von
der Form Az = X Ai07 Az = <>Ai07 Az = AiO 18] Ail oder Az = DAZ‘Q.
Als Induktionsvoraussetzung konnen wir annehmen, dafi die Formeln A;,
A;1 bereits linkseinfach sind. Einzig die Formeln der Form A; = OA;y ma-
chen noch Schwierigkeiten. Durch wiederholte Anwendung der Tautologie
(CVOA) U B« BV (CUB)V(C U (OAACB)) (siche Ubungsaufgabe
8.1.9) kann man (A; V... Ax) U B in eine dquivalente linkseinfache LTL
Formel transformieren.

Definition 11.17

Fiir jede LTL Formel F' definieren wir induktiv eine ITL-Formel Itl(F') wie
folgt

Itl(A) = A falls A ein Literal ist
ItI(AvV B) := 1tl(A) Vv Itl(B)
ItI(ANB) = Itl(A) N It(B)
IH(X A) = skip; [t(A)
ItI(CA) = finite; [ti(A)
Iti(0A) = (Itl(A) Askip)*
Iti (AU B) := ([tl(DOA) A finite) ; Itl(B)
((Itl(A) A skip)® A finite) ; [tl(B)

wobei

infinite (= 1;0

finite := -infinite

Lemma 11.18

Ist A eine linkseinfache LTL Formel und M eine unendliche Zeitstruktur.
Dann gilt fiir jedes d € N mit d > 0:
Falls M%? |= Itl(A), dann auch M |= Itl(A).
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Beweis Wir benutzen strukturelle Induktion nach der Definition 11.14 fiir
linkseinfache Formeln. Im folgenden sei M = (D,§) eine Zeitstruktur mit
einem unendlichen Intervall D.

Ist A = p eine atomare Formel, so gilt

MEIt(p) gdw M p
gdw p € £(0)
gdw p € §(0)
gdw  M*'|=p
gdw  M%? = TIti(p)

Genauso leicht sieht man, daf§ fiir negative Literale gilt
M k= Itl(—p) & M** |= Itl(—p)
Die Induktionsschritte fir I} V F5 und I} A F; sind trivial.

Induktionschritt von F' nach $F.
M% = [t (OF) < M% = finite ; Iti(A)
&  MOF = finite und M*4 = Tt(A)
firein kmit 0 <k <d
= M% |= finite und M* |= Itl(A)
Induktionsvoraussetzung
& M k= finite ; Itl(A)
& M ETH(OF)
Induktionschritt von F' nach X F'.
MY = TH(X F) & M% |=skip; Itl(A)
& MO = skip und M*4 = [t(A)
firein kmit 0 <k <d
& MY TH(A)
= M' [ Ttl(A)
Induktionsvoraussetzung
& M E=skip; I[t(A)
& MEITH(X F)
Induktionsschritt von F' nach F' U G fiir eine beliebige LTL-Formel G.

M% = 1tI(F UG) < M% = It/(OF) A finite und M*5? = Ttl(G)
firein kmit 0<k <d

showstopper

Satz 11.19

Fiir jeder LTL-Formel F' in NF-Normalform 77 gilt fiir jede (unendliche)
omega Struktur

M = F gdw M = IH(F)
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Beweis: Geschieht durch Induktion iiber den Formelaufbau vob F'. Der
Induktionsanfang, F'ist ein Literal, ist einfach. Ebenso die Induktionsschritte
fiir die aussagenlogischen Operatoren.

MpEF UF, gdw M?}F, fiir ein d und
M F fir alle k,0 < k <d
gdw M? = [tl(Fy) fiir ein d und
M* = TH(F) fir alle k,0 < k < d

nach Induktionsvoraussetzung
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11.4 Modellpriifung fiir LTL

11.4.1 Problemstellung

Generell wird eine Modellpriifungsaufgabe bestimmt durch die Angabe eines
Modells M und einer Ausagen ¢. Die Losung der Aufgabe besteht in der
Antwort, ob ¢ fiir M wahr ist oder nicht. Auf dieser allgemeinen Stufe lasst
sich fast jedes Problem in eine Modellpriifungsaufgabe einkleiden. Wir kon-
zentrieren uns hier auf den Spezialfalls, dal Modelle durch Biichi-Automaten
gegeben werden und die Aussagen LTL-Formeln sind. Mehr noch, es muf3 der
in Abschnitt 8.1, Seite 328 beschriebene Zusammenhang zwischen dem Au-
tomatenvokabular und den LTL-Atomen gelten, d.h. ist ¥ die Menge aller
aussagenlogischen Atome einer temporalen Logik, dann ist das Automaten-
vokabular fiir die Kantenmarkierungen V = 2*. Es bleibt noch genauer zu
erkldren, was es heiflen soll, dafl ein Biichi-Automat A eine LTL Formel ¢
erfiillt. Damit meinen wir, dafl fiir jedes von A akzeptierte w-Wort £ gilt
¢ = ¢. Durch die spezielle Wahl des Automatenvokabulars haben wir sicher-
gestellt, dafl £ eine w-Struktur beschreibt. Wir fithren dafiir die neue Notation
ein

AE ¢ gdw firalle £ € L¥(A) gilt £ = ¢

Abbildung 11.9: Ereignis-basiertes Automatenmodell

Als ein Beispiel fiir ein Modell betrachten wir Abbildung 11.9. Sie zeigt ein
Modell zur Regelung des gemeinsamen Zugriffs mehrerer Prozesse, hier sind
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es zwei, auf eine gemeinsame Resource. Das damit geloste Problem ist imn
Englischen unter der Bezeichnung mutual exclusion problem bekannt und
dient oft als akademisches Beispiel. Der Automat in Abbildung 11.9 tragt
als Kantenmarkierungen Ereignisse, was das intuitive Versténdnis sicherlich
erleichtert. Fiir die formale Analyse mit Hilfe von LTL miissen wir allerdings
einen etwas anderen Blickwinkel einnehmen. Wir brauchen als erstes eine
Menge > aussagenlogischer Atome. Im vorliegenden Fall entscheiden wir uns
fiir die folgende Auswahl, wobei in unserem Beispiel ¢ € {1, 2}:

N; ProzeB i befindet sich in einer nichtkritischen Region
T; Prozef i befindet sich in der Anmeldephase
Ci Prozef3 ¢ befindet sich in einer kritischen Region

Die Kantenmarkierungen des Automaten aus Abbildung 11.9 miissen jetzt
entsprechend angepasst werden, um den Zusammenhang zwischen dem aus-
sagenlogischen Vokabular ¥ und den Aktionen des Automaten herzustellen.
Als Automatenvokabular V' soll, wie schon gesagt, V = 2% benutzt werden.
Der Zusammenhang zwischen den ereignisorientieren Labels und den Mar-
kierungen aus V' erhélt man dadurch, daf§ fiir eine Kante von s; nach s,
die Markierung mit dem Ereignis e ersetzt wird mit der Teilmenge von Ato-
men, die in sy nach Ausfithrung der Aktion e wahr sind. Das ergibt die in
Abbildung gezeigten Kantenmarkierungen.

Abbildung 11.10: Aussagenbasiertes Automatenmodell

Wollte man das Beispiel mit dem vollstiandigen Automaten aus Abbildung
11.9 durchfithren wiirde das Bild sehr schnell sehr undurchsichtig werden.
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Wir beschranken uns daher auf den abgespeckten Automaten aus Abbildung
11.11. Das simplifiziert zwar die Aufgabenstellung bis zur Trivialitdt, aber
der Grundgedanke der gesamten Vorgehensweise sollte so besser erkennbar

sein.
)

{11, No}
&
N
74
PN
c 3
o
&

N )

Abbildung 11.11: Reduziertes Automatenmodell A,,.

Nachdem das zu analysierende Automatenmodell feststeht, wenden wir uns
den Eigenschaften zu, die wir gerne verifizieren mochten. Eine naheliegende
Forderung wére, dafl jeder Prozef3, der sich fiir die Nutzung der exklusiven
Resource anmeldet, schliellich auch den Zugang erhilt. Das 148t sich als
LTL-Formel iiber der Signatur > ausdriicken als

Ane = O(T; = ©C5) 7

Wir erinnern noch einmal daran was A,,. = O(T; — <C;) bedeutet. Fiir
jede akzeptierte Berechnungfolge s gilt fiir die omega-Struktur &, die s zuge-
ordnet ist { = O(7; — <C;). In dem einfachen Beispielautomaten A, ist
die Menge der Finalzustédnde leer, also ist jede Folge von Zustdnden, die den
Kanten des Automaten folgt, eine akzeptierte Berechnungsfolge. Somit sind

sg = 01301...
s, = 01370...
s3 = 01470..,

Anfangsstiicke akeptierender Berechungsfolgen. Bezeichnen wir mit &° die
omega-Struktur zu s; dann sieht man leicht

CED G EG

CEDT GEOG

CEDT EEG
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11.4.2 Methode

Nl
LTL-Formel —¢
(Biichi—Aut‘omat Amod) Biichi-Automat A,

—

(Test: L9(Apod) N L9 (ALy) # w?)

f_—A__\

¢ gilt fiir Ay oq Gegenbeispiel

Abbildung 11.12: Ubersicht iiber LTL Modellpriifung

Abbildung 11.12 zeigt schematisch den Ablauf eine Modellpriifung. Wir wer-
den anhand des Beispiels aus Abschnitt 11.4.1 diesen Ablauf Schritt fiir
Schritt nachvollziehen.

Wie in dem Ubersichtsdiagramm in Abbildung 11.12 gezeigt, wird mit der
Negation der zu verifizierenden Eigenschaft gearbeitet, d.h. in unserem Bei-
spiel mit

O(T; AO-CY)
Wir wollen uns hier auf die Aussage fiir den ersten Prozef§ konzentrieren:
S(Ty A O-CY).

Der néchste Schritt besteht darin, einen Biichi-Automaten B,,. zu konstru-
ieren, der im Sinne von Satz 11.3, die LTL-Formel (77 A O-Ch) wiedergibt.
Das ist nach allem, was wir bisher schon gesehen haben, einfach, siehe Ab-

bildung 11.13.
1% Va
—0

Vi={seV|T s}
Vo={seV|C ¢s}

- j

Abbildung 11.13: Biichi-Automat B,,. zu (17 A O-Ch)

4 )
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Der Plan ist, zu zeigen, daf} keine Berechnungsfolge des Automaten A,,. eine
omega-Struktur ergibt, die O(Ty A O-Ch) erfiillt. Das lauft darauf hinaus,
daB kein w-Wort aus V' im Durchschnitt von L¥(A,,.) und L¥(B,,.) liegt.
In dem vorliegenden Beispiel kann man den Produktautomat fiir diesen Test
benutzen, weil LY(Ae X Bie) = LY(Ame) N LY (Bpe) gilt. Im allgemeinen
muf} der in Lemma 11.2 konstruierte Automat fiir die Konjunktion von LTL-
Formeln benutzt werden. Im vorliegenden Fall ist insbesondere (sq,t1) ein
Endzustand des Produktautomaten, wenn sowohl s; als auch ¢; in den Fak-
torautomaten Endzustinde sind. In dem Automaten A,,. ist jeder Zustand
ein Endzustand. Wir haben das nicht extra durch Doppelkreise angezeigt.
Das erkléirt den in Abbildung 11.14 gezeigten Produktautomaten.

ﬂNhNﬂ
——— ()

{Nth}\

\__© O—7

Abbildung 11.14: Produktautomat A,,. X By

Man sieht leicht, daf§ der Produktautomat keine Schleife enthélt, die durch
einen Endzustand geht, d.h. L¥(Ae X Bpe) = 0

11.4.3 Ubungsaufgaben
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11.5 Awussagenlogische Modellpriifung (zusats-
stoﬁ')

Dieses Kapitel stellt einen interessanten Zusammenhang her zwischen dem im
Unterkapitel 11.4.1 vorgestellten Modellpriifungsproblem und aussagenlogi-
scher Erfiillbarkeit, Definition 2.12. Es bildet die Grundlage fiir eine Alterna-
tive zur Modellpriifungsmethode aus Abschnitt 11.4.2, indem man Program-
me zur Losung aussagenlogischer Erfiillbarkeitsprobleme, sogenannte SAT
solver, einsetzen kann. Dieser Ansatz ist unter dem Namen bounded model
checking bekannt geworden und wurde zuerst in der Arbeit [BCCZ99] vorge-
stellt.

Wir beginnen mit einer simplen notationellen Vorbereitung. Die Aussage,
dafl ein Biichi-Automat A4 eine LTL-Formel A erfiillt, A | A, bedeutet,
daB fiir jede akzepierende Berechnungsfolge s von A die zugeordnete omega-
Struktur & (dargestellt als ein Wort iiber einem geeigneten Alphabet) die
Formel erfiillt, d.h. dal £ = A gilt. Bisher hatten wir nur £ = A definiert.
Das war auch aus Griinden einer modularen Vorgehensweise niitzlich so; man
konnte die Theorie der Logik LTL entwicklen ohne sich festzulegen, woher
die omega-Strukturen kommen. Beschéftigt man sich allerdings ausschlielich
mit Modellpriifungsaufgaben, wie wir das in diesem Kapitel tun, so macht es
mehr Sinn direkt zu definieren, wann eine akzepierende Berechnungsfolge s =
(si)i>o eine LTLT-Formel A erfiillt. Man beachte, dafl {(n) die Markierung
der Kante von s, nach s, ist. Die Definition von ¢ |= A, Def.8.4, 148 sich
jetzt trivialerweise umschreiben zu einer Definition von s = A:

Definition 11.20 (Semantik von LTL fiir Berechungsfolgen)

sEp gdw pe€&(0) (pein AL Atom)

s = op(A, B) fiir aussagenlogische Kombinationen op(A, B)
von A und B wie iiblich

s = OA gdw firallen e Ngilt s, = A

s CA gdw es gibt ein n € N mit s, = A

sEAUB gdw esgibt n € Nmit s, = B und
fiir alle m mit 0 <m <n gilt s, F A
sEXA gdw s A
wobei s,, die Restfolge ($,,)m>n ist.

Wir werden im weiteren Verlauf dieses Abschnitt die Giiltigkeit einer LTL-
Formel fiir eine Berechnungsfolge, d.h. eine Aussage der Form s = A, durch
aussagenlogische Formeln ausdriicken. Die erste Schwierigkeit dabei ist die
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Unendlichkeit der Berechungsfolge s. Die Losung kommt daher, dafl wir be-
weisen konnen, daf es geniigt, endliche, zyklischen Berechnungsfolgen zu be-
trachten.

Definition 11.21 (Zyklische Berechungsfolgen)

1. Eine endliche Berechnungsfolge sy, ..., s; heif3t i-zyklisch, falls 0 < i <
k und s, = s;.

2. Eine endliche Berechnungsfolge sy, . . ., si heilt zyklisch, falls sie i-zyklisch
ist fiir ein ¢ mit 0 <17 < k.

3. Eine i-zyklische Berechnungsfolge s, ..., sp heifit akzeptierend, wenn
unter den Zusténden s;, ..., s, mindestens ein Endzustand vorkommt.

4. Fiir eine i-zyklische Berechnungsfolge s = sq, ..., sx und eine LTL For-
mel A schreiben wir s = A anstelle von s, ..., s;1, (i, ..., 8k-1)" F A.

Eine ¢-zyklische Berechnungsfolge sy, . . ., s, enthélt schon die gesamte Infor-
mation iiber die unendliche, schliellich periodische Berechnungsfolge s, ...,
Si—1, (Siy. .., Sk—1)". Inbesondere ist sq, ..., s;_1, (i, ..., Sg_1)* akzeptierend,
wenn S, ..., S akzeptierend ist.

Lemma 11.22

Sei A ein Biichi-Automat und A eine LTL-Formel.
Falls es eine akzeptierende Berechungsfolge ¢ gibt mit ¢t = A, dann gibt es
auch eine endliche zyklische akzeptierende Berechnungsfolge s, mit s, = A.

Beweis Fiir einfache Formeln, etwa A = Op oder A = Op, kann man leicht
sehen, dafl die Aussage des Lemmas richtig ist. Denn ist ¢ eine akzeptierende
Berechnungsfolge, dann mufl ein Endzustand sp unendlich oft vorkommen.
Die endliche Teilfolge t. von ¢ bis zum zweiten Auftreten (also dem ersten
wiederholten Auftreten) von sp erfiillt auch ¢, = Op, wenn schon ¢ = Op
gegolten hat. Gilt ¢ = Op, dann sucht man das kleinste ¢ mit ¢; = p. Liegt ¢;
vor dem ersten Auftreten von sp, kann man wie gerade beschrieben verfah-
ren, anderenfalls bricht man die Folge ¢ mit dem ersten Vorkommen von sg
nach ¢; ab.

Es ist allerdings schwierig zu sehen, wie man daraus ein allgemeines Ver-
fahren erhalten kann oder ein induktives Argument darauf aufbauen kann.
Deswegen benutzen wir den folgenden Trick.

Sei B4 der nach Satz 11.3 existierende Biichi-Automat, so dafi L¥(B4) =
{€ ] & E A}. Sei weiterhin C der Automat A N By aus Lemma 11.2 mit der
Eigenschaft L“(C) = L¥(A) N L¥(B4). Nach Annahme des Lemmas gilt also

354



L¥(C) # (). Es gibt also eine akzeptierende Berechungsfolge s’ von C, so dafl
fiir die omega-Struktur &', die s’ zugeordnet ist, gilt ¢’ = A. Nach der Akzep-
tanzbedingung fiir Biichi-Automaten gibt es einen Endzustant sy von C, der
unendlich oft in s’ vorkommt. Sei s; das erste und s das zweite Vorkommen
von sp in s und s die Folge ¢,...,s._;(s},...,s,_;)*. Dann liegt auch s
in L¥(C). Insbesondere gilt fiir die s zugeordnete omega-Struktur ¢ wieder

£ A

Jetzt miissen wir etwas genauer in die interne Struktur von C hineinschauen.
Jeder Zustand s; in der Folge s ist von der Form s; = (s}, s7, k;) wobei s}
ein Zustand von A ist, s7 ein Zustand von By ist und k; € {1,2}. Nach
Konstruktion von C ist sk ein Endzustand von A und damit die Projektion
von s auf die erste Koordinate, s' = s},...,sl ... eine akzeptierende Be-
rechnungsfolge von A. Die Projektion s? von s auf die zweite Koordinate ist
ebenfalls eine akzeptiende Berechungsfolge von B 4. Als letztes bemerken wir,
daB die omega-Struktur die s' und s? zugeordnet ist mit ¢ iibereinstimmt.
Somit haben wir mit s, = si,...s}. eine endliche zyklische Berechungsfolge

gefunden, welche die Behauptung des Lemmas erfiillt.

Wir konnen jetzt mit der aussagenlogischen Kodierung beginnen.

Lemma 11.23

Zu einem gegebenen Biichi-Automaten A und eine LTL-Formel F gibt es fiir
jedes k € N eine aussagenlogische Formel My, so daf3 gilt

M, ist erfiillbar gdw es gibt eine zyklische Berechnungsfolge s
der Lénge k mit s = F

Falls erforderlich schreiben wir anstelle von M;, genauer My (A, F).

Beweis Wir geben explizit ein Konstruktionsverfahren fiir M an. Diese
Konstruktion ist zwar aufwendig, aber leicht nachvollziehbar. Wir werden
deswegen keinen zusétzlichen Beweis fithren, daf die angefiihrte Konstruktion
tatséchlich leistet, was sie soll. Wir werden zusétzlich die einzelnen Schritte
anhand des Automaten Ay, aus Abb.11.4(a) illustrieren.

Wir nehmen an, daf§ A n Zustdnde hat, auf die wir mit ihrer Nummer ver-
weisen, also Zustand 1, 5 oder allgemein Zustand n. Als erste Vorbereitung
brauchen wir eine Binédrkodierung der Zustandsnummern. Die dafiir nétigen
Booleschen Variablen seien ¢y, ..., ¢p,.

In dem Beispielautomaten Ag, gibt es nur zwei Zusténde, also reicht eine
Boolesche Variable ¢ aus. I(c) = 0 bezeichnet den Anfangszustand I(c) =1
den eindeutigen Endzustand.
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Auflerdem kommen in der Aufgabenstellungen die aussagenlogischen Varia-
blen aus der Formel A vor. Diese seien ¥ = {py,...,p.}.

In unserem Beispiel sind p und ¢ die einzigen aussagenlogischen Variablen.

Wir werden spéter noch einige weitere Hilfvariablen einfiihren, iiber die wir
aber reden, wenn es soweit ist.

Da die Formel M, iiber Folgen von Zusténden der Lénge k reden soll, kommen
alle Variablen in k Kopien vor, also cé» mit 1 <7< kund 1 <757 <mund p§
mit 1 <t <kund 1 <5< r.

In unserem Beispiel wollen wir mit k& = 3 rechnen, also gibt es die aussagen-
logischen Variablen ¢!, ¢?, ¢, pt, p* und ¢*, ¢*.

Die Formel M, wird in mehreren Teilen konstruiert

M, = Init AN Trans A \/ L;

1<i<k

Ist I eine Interpretation der aussagenlogischen Variablen, dann fassen wir
I(ch),....I(ct) fiir jedes 1 < i < k als Biniirkodierung der Zahl n; auf.
So erhalten wir eine Folge von Zustdnden m = nq,...,n;. Ebenso fassen wir
I(p}),...,I(p.) als Kodierung einer Teilmenge b; der Variablen py, ..., p, auf.
Die b; sind also Buchstaben aus dem Vokabular V' der Kantenmarkierungen
des Automaten A. Insgesamt erhalten wir eine Wort by, ..., b,_1 der Lange
k — 1. Die Formeln Init und Trans werden dafiir sorgen, dal nq, ..., ng eine
Berechungsfolge von A ist mit der Folge by, ..., b, 1 von Kantenmarkierun-
gen.

Betrachten wir die Interpretation I, I in unserem Beispiel

R EVArArard
LIO[L1]1]1[1]1]0
LH|0(1]1]1]0]0]1

I und I, liefern die Zustandsfolge m = 0,1, 1. I; liefert dazu die Buchsta-
benfolge w; = {p, ¢}, {p} und I, die Folge ws = {p}, {¢}. Man sieht, dafl w;
eine korrekte Kantenmarkierung fiir die Folge 7 ist, ws aber nicht.

Ist d = dy,...,d,, die Bindrkodenummer eines Zustands von A dann bezei-
chen wir mit Sj = S}, die aussagenlogische Formel \ 41 AN 4;=0 —ch.
Ist b ein Buchstabe des Kantenalphabets, also b C ¥, dann steht B; fiir die
Formel /\pjebp} A /\pﬂb —pj.

Ist dy = dy,...,d,, die Bindrkodenummer des Anfangszustands von A dann

1st
Init = S},
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Seien (dg,d;,b'),. .. (dX,d% b%) alle Kanten des Automaten A, aufgefasst

als Ubergang von dem Zustand mit der Bindrkodierung d’ in den Zustand
mit der Bindrkodierung &/ und der Kantenmarkierung ¥ fiir 1 < j < K.

Trans = /\ \/ (S;g A S;Zl A B)

1<i<k 1<j<K

Fiir unser Beispiel ergeben diese Definitionen Init = —c!. Die Menge aller

Kanten ist
(0,0,{}),(0,0,{p}), (0,0,{q}), (0,0,{p, q})
(0,1,{p}),(0,1,{p,q})

(1, 1,{p}), (1, 1,{p,q})

(=" A=)V (=P AE APV (E A AP
Trans = A
(2 A=)V (= NS ADP?) V(P A S A p?)
Dabei haben wir schon einige Vereinfachungen vorgenommen und z.B. (—=c! A
AN NGV (=t A= AP NGV (= A=A APt A=)V (—et A= A-pt A—gt)
dquivalent ersetzt durch (¢! A —¢?). Als weitere Vereinfachung koénnte man
(¢t A A pl) weglassen, weil das im Widerspruch zu Init steht.

Die Formeln L; werden dafiir sorgen, dafl die aus einer erfiillenden Interpre-
tation I extrahierte endliche Berechnungsfolge 7 i-zyklisch und akzeptierend
ist und, was am wichtigsten ist, die Formel F' erfiillt:

L; = Z; N\ Akz; N erfF,

Die ersten beiden Bestandteile sind einfach

Zi = Alﬁjﬁmcﬁ‘: < /\1§j§m0§
wobei F; = Sfif V.. .\/S;f wenn d{, ce d{% die Bindrkodes aller Finalzustdnde
1 R

von A sind.

Als letztes bleibt erfF; zu erkldaren. Die Erfiillbarkeit dieser Formel soll si-
cherstellen, da3 die durch die erfiillende Belegung I bestimmte i-zyklische
Berechnungsfolge 7 die Formel F' erfiillt. An dieser Stelle brauchen wir neue
aussagenlogische Variable. Wir sind zwar nur an der Giiltigkeit von F' an
der Position 1 von 7 interessiert, es wird sich aber durch die Definition der
temporalen Operatoren nicht vermeiden lassen, auch die Giiltigkeit an den
anderen Positionen 1 < j < k zu betrachten. Auflerdem héngt die Giiltigkeit
auch von dem zyklischen Ricksprungspunkt i ab. Also brauchen wir fiir jede

357



Teilformel C fiir jedes ¢, 1 < i < k und jedes 7, 1 < j < k eine neue aussa-
genlogische Variable, die wir mit [C]g bezeichnen. Die definierenden Formeln
lassen sich dann wie in Abbildung 11.15 aufschreiben. Die Zeilen fiir OC und
OC sind eigenlich iiberfliissig. Es hilft aber beim Verstehen, wenn man zu-
erst die Definition von OC' und <&C' gesehen hat, bevor die komplizierteren
Operatoren €7 U C5 und C; V C5 drankommen. Es gibt keine allgemeine
Regel fiir die Negation. Es wird vorausgesetzt, dafl die Formel F' in Negati-
onsnormalform vorliegt und daf die in der Definition von [C; V Cy]7 auf der
rechten Seite auftretende Formel —C'5 in Negationsnormalform transformiert
wird. Zu den aus der Abbildung 11.15 sich ergebenden aussagenlogischen
Aquivalenzformeln kommt schlieBlich noch hinzu

erfF; < [F;

[C]f & pl fallsC=p eX
[CT] ¢ —p falls C=—p mit p €5
[01 A Cg]z <~ [Cl]z A [CZE
[C1V Cof] < [Ch]] V [Ca]
[OC]; < NjalCl falls j <1
[DC’]{ “ /\j§l<k[C’] A Nici;(C )t falls i < j
[OCT; < ViqulClh falls j <1
[OC)! e \/jSKk[C] v Vz<l<][C]lz‘ falls i < j
€1 U C2]{ AN \/jgl<k<[02] A /\]Sn<l[01]ln) falls j <7
[CL U Cof] Vj§l<k([02] A Nj<nalC1lV
‘ vigl'@([ ] A /\j§n<k[Cl]Zn N /\ign<1 [C1]7) falls + < j

[CL VO] < [Coff A Nicii([2Cali = Vi, [C1]7) falls j <
[CLV Cff e [Cof A N ([Ca)i = V<[ CHA

. /\z<l<17<[ —Ch)i — \/zgn<l[01] N VJ§n<k[Cl]zn) falls ¢ < j
(X C) & [C)F falls j < (k—1)

X 1 o o

(2

Abbildung 11.15: Zyklische Semantik fiir LTL Formeln

Wir wollen jetzt L; und Lo fiir unser Beispiel vorrechnen. Wir beginnen mit
Zi=c & A und Zy = 2« 2. Da der einzige Finalzustand von Aqap, durch
c gegeben ist erhalten wir Akz; = ' V? Ve und Akz, = 2V 3. Betrachten
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wir fiir unser Beispiel die Formel F' = <$0Op.

[Fli = [Op) Vv [Opli

Opli = [pliAPA
= p' Ap?

[Op]t = [P APl
= p’Apt

Insgesamt also [F|} < p' A p?

[F3 = [Oplz Vv [Op)3

[Opl; = [pla A [pl3
= pl Ap?

[Op; = [pf3

Insgesamt also [F|} <+ p?.

Wir koénnen jetzt die Berechnung der L; fiir das Beispiel hinschreiben.

Li & (oSN veEved)ap Ap?
< (e S)N(EVAE)Apt AP

Ly < (A< A)N(PVAE)Ap?
& ANE NP

Das Endergebnis der gesamten Konstruktion Mj ist in Abbildung 11.16 zu
sehen. Diese Formel 148t sich weiter vereinfachen, wenn man ausnutzt, dafl
Init = —c! gelten mufl. Durch diese Vereinfachungen ergibt sich ¢ — p!,
was dann zu weiteren Vereinfachungen benutzt wird. Schliellich erhélt man
Ms = =ct A2 A A pt A p? Offensichtlich ist diese Formel erfiillbar. Was
nach ihrer Konstruktion besagt, daf es eine Berechnungsfolge in Ag, gibt,
fiir die GOp wahr ist. Wir wissen sogar, daf fiir jede Berechnungsfolge von
Aapp diese Formel gilt.

Satz 11.24

Es gibt eine Berechnungsfolge eines Biichi-Automaten A, welche die LTL-
Formel F erfiillt genau dann, wenn es ein k gibt, so daf§ My (A, F') aussagen-
logisch erfiillbar ist.
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—c!'A

(=" A=)V (=P AE AP V(P A AP
AN

(= A=)V (= NENP?) V(A SN P?)
A

((ct < SN (P VE)Apt Ap?)

vV

AN AP

)

Abbildung 11.16: Mjs fiir den Beispielautmaten Ag, und F' = ¢Op

—~

Beweis Folgt aus den Lemmata 11.23 und 11.22.

Das Verfahren der limitierten Modellpriifung (das ist unsere Ubersetzung
von bounded model checking) fiir einen Biichi Automaten A4 und eine LTL-
Formel F' funktioniert nun so, daf§ fiir ein zunéchst kleines k die aussagen-
logische Erfiillbarkeit der Menge My (A, F') analysiert wird. Dazu gibt es
leistungsfahige Implementierungen von E ntscheidungsverfahren, sogenannte
SAT solver. Wird eine Losung gefunden, so haben wir das Ausgangspro-
bem gelost. Wird dagegen festgestellt, dal M (A, F') unerfillbar ist, kann
man weiterfahren mit der Analyse der Erfiillbarkeit von My, 1(A, F). In ei-
ner Situation, in der es keine Berechnungsfolge von A gibt, die F' erfiillt,
terminiert dieses Verfahren zunéchst nicht. Man kann aber leicht sehen, daf3
aus dem Beweis von Lemma 11.22 eine obere Schranke fiir k£ abgeleitet wer-
den kann. Die kleinste obere Schranke fiir die Lemma 11.22 gilt, nennt man
die Vollstéandigkeitsschranke (completeness threshhold) des Problems. Ist fiir
ein k das gleich oder grosser als die Vollstédndigkeitsschranke ist My (A, F)
unerfiillbar, so wissen wir, dafl es keine akzeptierte Berechnungsfolge von A
gibt, die F erfiillt.

Das limitierte Modellpriifungsverfahren reduziert nicht die Komplexitat des
zu losenden Problems, es beruht weiterhin auf einem NP-vollstdndigen Ver-
fahren. Experimente haben jedoch gezeigt, daf§ die Stidrken des automaten-
theoretischen Zugangs orthogonal liegen zu den Stérken des limitierten Mo-
dellpriifungsverfahrens, [BCC*03, CFF*01].

360



11.5.1 Ubungsaufgaben

Ubungsaufgabe 11.5.1

Berechnen Sie die Formeln L, L, und Mj fiir das in der Konstruktion zu
Lemma 11.23 benutze Beispiel fiir die Formel F' = OO—p.
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11.6 Modellpriifung mit SPIN

Diese Abschnitt ist noch in Bearbeitung.

Das zentrale Konzept in den beiden vorangehenden Kapiteln 10 und 11 ist
das Konzept eines Biichi-Automaten, siche Definition 10.19. Fiir Beweise von
allgemeinen Aussagen iiber Biichi-Automaten, z.B. Lemma 11.2 oder Satz
11.3, wurde jeweils auf diese Definition bezug genommen und dazu gibt es
auch keine Alterantive. Dagegen wurden Beispiele fiir konkrete Automaten
bisher ausschlielich in graphischer Form gegeben. Das ist natiirlich nur fiir
kleine Automaten moglich, fiir groflere, wie sie in realistischen Anwendungen
auftreten, ist das nicht praktikabel.

/* Peterson’s solution to mutual exclusion — 1981 x/
bool turn, flag/[2];
byte ncrit;
active [2] proctype user ()
{
assert (_pid = 0 || _pid = 1);
again: flag|[_pid] = 1;
turn = _pid;
(flag[l — _pid] = 0 || turn = 1 — _pid);
ncrit—++;
assert (ncrit = 1); /* critical section x/
ncrit ——;
flag [_pid] = 0;
goto again
}

Abbildung 11.17: Mutual ezxclusion fiir zwei Prozesse

Fiir dieses Problem gibt es eine Vielzahl von Losungen. Wir wollen in die-
sem Abschnitt die Losung, die G. Holtzmann fiir das SPIN System, [Hol04],
benutzt vorstellen. Der Benutzer von SPIN muss die Automatenmodelle, die
mit dem System analysiert werden sollen, in irgendeiner Form eingeben. Da-
zu dient die Promela Sprache (Process Meta Language). In Abbildung 11.6
ist ein einfaches Beispiel einer Proze3beschreibung in Promela zu sehen. Die-
ses Beispiel ist in den Testbeispielen enthalten, die mit dem SPIN System
ausgeliefert werden. Es behandelt eine Losung des konkurrierenden Zugriffs
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auf eine kritische Ressource in dem einfachen Fall, dafl es nur zwei Prozesse
gibt.

Wir beginnen mit einer Erkldrung von Promela, die es zumindest erlaubt den
Code in Abb. 11.6 zu verstehen. Als erstes ist zu bemerken, dafl Promela keine
Programmiersprache ist, sondern eine Beschreibungssprache fiir Systeme mit
nebenldufiger Systeme (engl. concurrent systems). Promela Programme be-
schreiben Zustandsiibergangssysteme durch die Definition von Prozesstypen,
process types, anzeigt durch das Schliisselwort proctype. In dem vorliegenden
Codestiick wird der Prozesstyp users() in den Zeilen 4 - 17 deklariert. Mit
der Deklaration eines Typs ist noch keine Aktion verbunden. Das geschieht
erst durch die Ausfithrung des run Befehls. Damit iiberhaupt Aktionen ins
Rollen kommen gibt es einen Prozess init, der bei der Initialisierung gest-
artet wird. In der Deklaration von init koénnten dann z.B., run users();
run users(); stehen, womit zwei Prozesse vom Prozesstyp users() erzeugt
wiirden. In dem vorliegenden Codebeispiel kommt keine init Deklaration
vor. Stattdessen wird hier von einer Abkiirzung Gebrauch gemacht, indem
gleich bei der ProzeBdeklaration in Zeile 4 durch den Préfix active [2]
zwei Prozesse des deklarierten Typs erzeugt werden. Die Prozesse werden
in der Reihenfolge ihrer Aktivierung durchnumeriert. Auf die Nummer eines
Prozesses, seine process id, kann mit der lokalen Variablen _pid zugegriffen
werden. In dem betrachteten Code kommt das héufig vor, genauer in den
Zeilen 6,7,8,9 und 15.

Neben der Prozesstypdeklaration von users() enthélt der Code noch in den
Zeilen 2 und 3 die Deklaration der globalen Variablen turn, flag[2], ncrit.
Dabei ist flag ein Feld (array) der Liange 2. Die Indizierung beginnt mit 0.
Globale Variable konnen von jedem Prozess gelesen und geschrieben werden.
Die Anweisungen im Rumpf der Prozesstypdeklaration von users () sind fiir
einen Leser mit etwas Programmiererfahrung leicht zu verstehen, bis auf die
Zeilen 6,9 und 12. Die assert Anweisungen in den Zeilen 6 und 9 werten den
in der Klammer angebenen Booleschen Ausdruck aus. Falls er wahr ist, geht
die Ausfithrung mit der néchsten Zeile weiter, anderenfalls wird ein Fehler be-
richtet und die Simulation oder Verifikation wird abgebrochen. Anstelle von
Booleschen Ausdriicken konnen auch ganzzahlige Ausdriicke verwendet wer-
den, die als wahr interpretiert werden wenn ihr Wert > 0 ist. Anders verhélt
es sich mit dem Kommando in Zeile 9. Eigentlich steht in dieser Zeile ein
Boolescher Ausdruck. Es gehort zu den Eigenarten von Promela, dafl jeder
Ausdruck auch anstelle einer Anweisung stehen kann. Ergibt die Auswertung
den Wahrheitswert wahr, dann geht die Ausfithrung mit der nidchsten Anwei-
sung weiter. Anderenfalls wird die Ausfiihrung des Prozesses blockiert. Der
Prozess bleibt blockiert, bis durch die Aktionen anderer Prozesse der Boo-
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lesche Ausdruck wahr wird. Die Einteilung in ausfiithrbare (engl. executable
oder enabled) und blockierte (engl. blocked) Befehle ist eines der wichtigsten
Mittel, mit denen man in Promela asynchrone Kommunikation beschreiben
kann (Ein zweites Mittel sind Kaniéle (engl channels), die in unserem Beispiel
nicht vorkommen.)

line 08

@

assert(((pid == 0) [|(-pid == 1)))

(Y

li } line 18
IHCJ flag[_pid]=0 @J

flag[-pid] =1

11 nerit = (nerit - 1)

&)

turn = _pid
@9 @9

((flag[1-_pid]==0)||(turn == (1-_pid))) assert(ncrit == 1)

\ nerit = (nerit+1) ﬁ
e 14 li

ine 15

lin

Abbildung 11.18: Generischer Automat zum user Prozess

SPIN bietet die Moglichkeit eine Prozesstypdeklaration zu visualisieren durch
eine Art Automatenmodell. Die Visualisierung des users() Typs ist in Abb.
11.18 zu sehen. Man sieht, dafl die Zustdnde durch die Nummern von Pro-
grammzeilen beschrieben werden. An den ausgehenden Kanten stehen die
Anweisungen in der entsprechenden Zeile, die dann zum néchsten Zustand,
d.h. zur dann erreichten Zeile fithren. Diese Visualisierung vermittelt natiirlich
nur ein partielles Bild des Systems. Zum einen werden, der Ubersichtlichkeit
halber, die Werte der globalen Variablen nicht gezeigt, zum anderen fehlt
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line 08 @

assert(((_pid == 0) ||(_pid == 1))) assert(((-pid == 0) [|(-pid == 1)))

i i line 10 line 18
line 10 fagl0]=0 line 18 6 %—(ﬁag[l]:o ine

flagl0] = 1 flag[1] = 1

D nerit = (nerit - 1) @D nerit = (nerit - 1)

turn = 0 turn = 1

((Aag[1]==0)||(turn == (1))) assert(nerit == 1) ((flag[0]==0)||(turn == 0))) assert(ncrit == 1)

nerit = (nerit41) nerit = (nerit+1)

(a) Prozess mit pid =0 (b) Prozess mit pid = 1

Abbildung 11.19: Instanzen des generischen Automaten aus Abb. 11.18

die Darstellung des Zusammenwirkens der beiden Prozesse. In Abb. 11.19
sind, was man in SPIN nicht sieht, die Automaten fiir die beiden Prozessin-
stanzen vom Typ users() dargestellt, einmal fiir _pid = 0 und einmal fiir
_pid = 1. Das Zusammenwirken der beiden Prozesse wird durch einen Auto-
maten dargestellt, der ohne Beriicksichtigung der globalen Variablen ncrit
schon 512 Zustdnde umfassen wiirde. In Abb. 11.20 ist eine Approximation
dieses Automaten zu sehen. Dabei wurde der durch Zeile 08 gegeben Zu-
stand weggelassen. Ein Zustand des approximativen Produktautomaten wird,
untereinander geschrieben, gegeben durch die Programmzeilennummer von
Prozess 0, Programmzeilennummer von Prozess 1 und den Wert der globalen
Variablen turn. Man {iberlegt sich leicht, daf§ die Werte der beiden anderen
globalen Variablen sich eindeutig aus den beiden Programmzeilen erschlielen
lassen. Fiir die Variable turn ist das nicht der Fall. Hier kommt z.B. sowohl
(10,11,0) als auch (10,11,1) vor. Um die Abbildung 11.20 nicht durch zu-
viele Kanten uniibersichtlich zu machen, wurden Kanten die vom unteren
Ende des Graphen zuriick zum oberen Ende fithren durch korrespondieren-
de Farbgebung kenntlich gemacht und die verbindende Kante unterdriickt.
Es sei noch bemerkt, daf§ das SPIN System den Gesamtautomaten zu einer
Promela Beschreibung nicht vorab berechnet. Er wird on the fly berechnet:
immer wenn der Suchalgorithmus ausgehend von einem bestimmten System-
zustand die néchsten erreichbaren Zusténde braucht, werden diese aus dem
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Promela Code ermittelt.
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11 11 1 10
10 10 1 11
L0 | 1 1| — |o
! >< t \ !
12 11 (11 ] 10
10 11 11 12
1 0] | 0] 1] !
! \ l ! / \
14 [12] (11 ] 10
10 11 12 14
| 0] | 0] 1] 1
! \ L \ ! / !
(15 ] [14] [12] [12]] 11 10
10 11 12 12 14 15
1 0] | 0] L 1] 1 0] L L] L 1]
! \ ! \ ! l / ! /

(16 ] [15] [14] [12] 11 10
10 11 12 14 15 16
1 0] | 0] L 1] 1 0] L L] L L]

! \ ! \ ! l / ! /

(18] [16] [15] [12] 11 10
10 11 12 15 16 18
| 0] | 0] L 1] 1 0] L L] L L]
! \ ! \ ! l / ! / !
10 18] (16 ] (12] 11 10
10 11 12 16 18 10
| 0] | 0] 1] 1 0] 1 1
L \ L ! / !

[10]] 18] (127] 11
11 12 18 10
1 0] | 1] 1 0]

! |
[10] [12]
2 10
1 1 0]

Abbildung 11.20: Ausschnitt des vollstdndigen Automaten zu Abb. 11.18
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Kapitel 12

Losungen
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Losungen zu Abschnitt 2.2 AL Syntax

Aufgabe 2.2.1 von Seite 16

Aufgabe 2.2.2 von Seite 16

Losungen zu Abschnitt 2.3 AL Semantik

Aufgabe 2.3.1 von Seite 26

Die wechselseitige Inkonsistenz zweier ausssagenlogischer Formeln A, B ist
gleichbedeutend mit = —~(AA B, was nach elementaren Umformungen gleich-
bedeutend ist mit = A — = B. Wendet man auf diese Implikation das Craig-
sche Interpolationslemma 2.22 an, so erhélt man eine Formel C' im gemein-

FA—=C
EC— -B

Da = C' — =B aquivalent zu = —(A A B) sind wir fertig.

samen Vokabular von A und B mit

Aufgabe 2.3.2 von Seite 27

Da die C; Interpolanten von A — B sind, sind definitionsgeméaf auch die
folgenden vier Formeln Tautologien:

A—)Cl und Cy — B
A—)Cg und Cy — B

Mit reiner Aussagenlogik folgt dafl auch
A—>Cl/\02 quCl\/CQ—>B

Tautologien sind.
Da trivialerweise (Cy; A Cy) — (Cy V Cy) eine Tautologie ist, folgt

aus A - CyANCy  auch A — OV Oy
aus C1vCy —- B auchCi;ANCy, — B

Da offensichtlich in C4 V Cy und C; A Cy nur aussagenlogische Variable vor-
kommen, die in A und B vorkommen, sind C;V Cy und C; A C5 Interpolanten
von A — B.

Aufgabe 2.3.3 von Seite 27
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Offensichtlich kommt jede aussagenlogische Variable in D sowohl in A als
auch in B vor.

Wir betrachten eine Interpretation I mit val;(A) = W. Wir zielen darauf
valy(D) = W zu zeigen. Seien, wie gesagt, (1, ..., Qx alle Variablen in B,
die nicht in A vorkommen. Weiterhin seien ¢y, ..., ¢, Konstanten aus {1,0}
und J die Belegung mit

 Joval() fallsQ=Q; fir1 <i<k
J@Q) = { [(QI) sonst

Es gilt weiterhin val;(A) = W, da ja nur die Belegung von Aussagenvaria-
blen geéndert wurden, die nicht in A vorkommen. Da A — B eine Tautolo-
gie ist gilt auch val;(B) = W. Das lafit sich dquivalent auch schreiben als
valy(Bley, . . ., cx]) = W. Wiederholt man dieses Argument fiir jedes k-Tupel
(c1,...,c,) € {1,0}F dann erhilt man.

valy( /\ Bley, ..., e,)) =wval (D) =W

(Cl ..... Cn)e{l,o}”

Damit ist schon einmal val;(A — D) = W gezeigt fiir beliebiges 1.

Gelte jetzt val;(D) = W. Dann gilt fiir insbesondere fiir ¢; = 1 < I(Q;) =
W, 1 <i <k, auch val;(B|ey,...,c,]) = W, denn Bley, . .., ¢,] ist ja kon-
junktiver Bestandteil von D. In diesem Fall gilt aber auch

val;(B) = val;(Bley, . .., ¢)) = W.
Damit ist auch die Allgemeingiiltigkeit von D — B gezeigt.

Aufgabe 2.3.4 von Seite 27

Seien A, B,C,D,U die in der Aufgabenstellung bezeichneten Formeln mit
den dort vorausgesetzten Eigenschaften.

Wir zeigen zuerst, dal C' — U eine Tautologie ist. Sei also I eine Interpreta-
tion mit val;(C') = W. Nach Definition von C gibt es ¢; € {0,1}, 1 <i<n
mit val;(Alcy, ..., c,]) = w. Wir definieren, wie schon in vorangegangenen
Beweisen,
G falls P=PFP fir1 <i<n
J(P) = { I(P) sonst

Offensichtlich gilt val;(A) = W. Wegen der Allgemeingiiltigkeit von A — U
gilt auch val;(U) = W. Da U eine Interpolante ist, kommen die aussagenlo-
gischen Variablen Py, ..., P, in U nicht vor, somit gilt auch val;(U) = W.
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Der Beweis des zweiten Teils is analog zum ersten. Wir fithren ihn dennoch
voll aus. Zu zeigen ist hier die Tautologieeigenschaft von U — D. Sei also [
eine beliebige Interpretation mit val;(U) = W. Sei ¢4, ..., ¢ ein beliebiges
k-Tupel von Elementen aus {0,1}. Wir setzen:

o falls Q = Q; fir 1 <i <k
J(Q) = { I(Q) sonst

Da die @; nicht in U vorkommen gilt auch val;(U) = W. Aus U — B folgt
also auch val ;(B) = W, was gleichbedeutend ist mit val;(B|ey, ..., cx]) = W.
Da die Wahl der ¢; beliebig war haben wir val;(D) = W gezeigt. Da auBlerdem
I beliebig war haben wir gezeigt, dal U — D allgemeingiiltig ist.

Aufgabe 2.3.5

Fiir jedes Land 7 gibt es drei AL-Variablen R;,G;, B;. Nun muss fiir einen
gegebenen Graphen formalisiert werden, dass

1. Jedes Land mindestens 1 Farbe hat,
2. jedes Land hochstens 1 Farbe hat und

3. benachbarte Lander nicht dieselbe Farbe haben.

Schreibweise. Im folgenden schreiben wir

N o(0)

2:b(1)
als Abkiirzung fiir eine endliche Konjunktion der aussagenlogischen For-
meln ¢(1), fiir die gilt, dass die Bedingung b(z) ist erfiillt. Dabei ist i eine Va-

riable auf der Metaebene, und b ist eine Formel der Metaebene. Abkiirzungen
wie \/, iy ) @4, ) mit mehreren Variablen sind analog definiert.

Formalisierung.
i:0<i<L

AN (R AGH) V(G AB) Y (B; A R;))

1:0<e<L

A /\ (=(R; A R;) A=(Gi ANGj) A=(B; A By))

4,§:0<4,5<L,Na(i,j)

371



Hinweis. Liésst man die zweite Bedingung weg, so erhélt man eine beziiglich
Erfiillbarkeit dquivalente Formel.

Ein konkretes Beispiel Wir geben die Formel explizit an, fiir L = 5 und
die Nachbarschaftsbeziehung
Na = {(07 1)7 (07 2)7 (07 3)7 (07 4)7 (17 2)7 (27 3)7 (374)7 (47 1)}

F = (RyVGoV By)A(R VGV By)A(RyV Gy V By)A
(R3V GsV Bs) A (RyV Gy V By)A

=(Ro A Go) A =(Rg A\ Bo) A =(Go A By)A
=(Ry AGy1) A=(Ry A By) A=(Gy A By)A
=(Ry A Go) A =(Ry A By) A =(Go A Ba)A
=(R3 A G3) A =(R3 A B3) A =(G3 A Bs)A
—(Ry A Gy) A =(Ry A\ By) A =(Gy A By)A
=(Ro A Ry) A —(Go AN Gy) AN —=(By A By)A
=(Ro A Ry) A —=(Go A Ga) A —=(By A Ba)A
—(Ro A R3) A =(Go A G3) A —=(Bog A Bs)A
—(Ro A Ry) A —=(Go A Gy) AN —=(By A By)A
—(R1 A Re) A (G A Ga) A —=(By A By)A
=(Ry A R3) A (G A G3) A —(Bsy A Bs)A
=(R3 A Ry) A —(G3 AN Gy) AN —(Bs A By)A
—(Ry A Ry) A —(Gy AN Gy) AN=(By A By)

Losungen zu Abschnitt 2.4 AL Normalformen

Aufgabe 2.4.6

Sei \/; \; Aij eine disjunktive Normalform von A und AV, B, eine kon-
junktive Normalform von B. Somit ist auch

VOMAAY%

i

eine Tautologie. Fiir jedes ¢ und r ist dann auch
/\ Aij — \/ Brs
J s

eine Tautologie. Wir suchen zun#chst Interpolanten Cj,. fiir jede dieser Im-
plikationen. Genauer gesagt, suchen wir C,. mit

1. /\]. A;j = Cjp und G — V/, B, und
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2. C}, ist ein Literal, das sowohl in A ; Aij als auch in V, Bys vorkommt,
oder Cj, ist gleich einer der beiden Konstanten 1 oder 0.

Falls \/, B, eine Tautologie ist, dann erfiillt C;, = 1 alle Forderungen. Falls
—|/\j A;; eine Tautologie ist, dann tut es C,, = 0. Ist weder —|/\j A;; noch
V, B, eine Tautologie, dann behaupten wir, da8 A 7 Ay und V, B;s €in ge-
meinsames Literal haben miissen. Wére das nicht der Fall, dann kénnten wir
eine Interpretation [ finden, so daf fiir alle j val;(A4;;) = 1 gilt und fiir alle
s gilt val;(B,s) = 0. Man beachte, dal wir an dieser Stelle ausnutzen, daf
nicht L und L beide in A y A;; vorkommen. Wie gleiche Eigenschaft wird auch
fir \/, B,s ausgenutzt. Fiir die Interpretation I gilt jedenfalls

U(ll](/\ Aij — \/Bm) =0
7 s

im Widerspruch zur Tautologieeigenschaft von A i A;j =V, Bys. Damit ist
gezeigt, dafl es ein gemeinsames Literal von A\ i A;;j und \/, B, gibt und wir
wéhlen C;, als ein solches. Die Implikationen A i Aij — Cypund Gy — V, Brs
sind dann offensichtlich wahr.

Da fiir alle ¢ und alle r die Formel A i Aij; — Oy, eine Tautologie ist, ist
auch \/; \; Aij = V,; Ciy eine Tautologie fiir jedes r, also auch \/; \; Aij —
A, V,; Ci,. Die gleiche Argumentation kénnen wir fiir die zweite Implikation
fihren: Da fiir alle 4 und r C;, — \/, B, eine Tautologie ist, ist es auch
V., Cir = V, By fiir alle . Somit ist auch A\, Ciy — A, V, B:s eine Tau-
tologie. Die Formel C' = A/, C;, erfiillt somit alle Eigenschaften der inter-
polierenden Formel.

Aufgabe 2.4.7

O3 & (P (P (P34 P))) <

(P A (P A ((Ps APV (-Ps A P1)))
V(=P A ((Py APV (=Fs A=) )
v(ﬁPl A (=P A (=Py A POV (Py A=P1)))
V(Py A (~Ps A =PV (P A Pl))))> s

Dagegen (Cn)kknf :

a; N\

aq <~ (Pl — CLQ) A

as <> (Py > az) A ergibt 12 * n + 1 Klauseln

a, < (P, <> —Fy)
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Aufgabe 2.4.10

1. sh(P;,0,1)

(
2. sh(Py,0,sh(P,,0,1))
3. sh(P;, 1,0)

4. sh(Py, sh(P,,0,1),1)

Aufgabe 2.4.14 Um
Sh(Sh(Pl, PQ, Pg), P4, P5) = Sh(Pl, Sh(PQ,P4,P5), Sh(Pg,P4,P5))

zu beweisen, kann man die rechte und linke Seite in disjunktive Normalform
zerlegen und vergleichen:

Sh(Sh(Pl,PQ,Pg),P4,P5) (S (Pl,PQ,Pg)/\Pg,)V(ﬁSh(Pl,PQ,Pg)/\P4)

( (Pl,PQ,Pg)/\Pg,)\/(Sh(Pl,_'PQ,_'P:J,)/\P4)
(PLAP3sAPs)V (2P APy A Ps)V
(

Pl/\_'Pg/\P4) <_‘P1/\_'P2/\P4)
Sh<P1, Sh<P2, P4, P5), Sh<P3, P4, P5)) — <P1 AN Sh(P3, P4, P5)) V <_|P1 A Sh(PQ, P4, P5))
e (Pl/\Pg/\P5)\/(P1/\_|P3/\P4)\/
(mPLANPy A Ps)V (=Py APy A Py)
Es gibt allerdings auch eine schneller Moglichkeit indem man die Fallunter-
scheidung P; = 0 und P; = 1 betrachten. Im ersten Fall erhilt man

—
—
<

8h<8h<0, PQ, Pg), P47 P5)
8h<P277P47P5)

8h<0, Sh(PQ, P47 P5), Sh(ng, P47 P5))
8h<P27 P47 P5)

1im zweiten:

Sh(Sh(]_, PQ, Pg), P4, P5)
sh(Ps, Py, Ps)

Sh(17 Sh(P27 P47 P5)7 Sh(P37 P47 P5))
Sh(Pg, P4, P5)

Aufgabe 2.4.15

Die Vermutung ist falsch. Der Shannongraph
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]

reprasentiert die Formel P,V P,. Die beiden Pfade von der Wurzel zum 1-Blatt
liefern die Konjunktionen P, und =P, AP,. P; ist sicherlich ein Primimplikand
von Py V Py, aber =P} A P, ist es nicht, da es den kiirzeren Implikanden P,
gibt.

Aufgabe 2.4.16

Wir fiithren die neuen aussagenlogischen Atome @1, Q)2, @3, Q4 ein.

((A1 AN Ag) V (Al A Ag) V= (Ag A A3)

. 7 (N / (N /

\ C‘?rl Q2 | EQ?%
N 52 J
A
1.Schritt 2.Schritt 3.Schritt
Q1+ (A1 N Ay) =Q1 V (A1 A Ag) Q1 VA
—Q1 V A
Ql \/ _‘A1 \/ _'AQ Ql \/ _|A1 \/ _|A2
QQ < (Al A Ag) _|Q2 V (A1 N Ag) _‘QQ V Al
—Q2 V A3
Qa2 VALV A Qo V ALV A3
Qs < (Ax N\ A3) —Q3 V (As A Ajz) —Q3 V Ay
—Q3 V Az
Qg \/ _'AQ \/ _‘Ag Qg \/ _|A2 \/ _|A3
Q4 <+ (Q1V Q2) Qs V Q1 V Qs —QsV Q1 V Qs
Q4 V —=(Q1VQ2) Qs V
Q1 V Qs
A (QsV —Q3) AV Q4 V Qs —AV Q4 V Qs
AV =(QsV —Qs) AV =0y
AV Qs

A
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Aufgabe 2.4.17

Angenommen es gébe eine erfiillende Interpretation I fiir S\ {C'}. Sei L ein
isoliertes Literal in C'. Nach Annahme muf} es mindestens ein solches geben.
Wir setzen:

I(P) falls P nicht im Literal L vorkommt
JP)=<¢ W fallsL=P

F falls L = =P
Offensichtlich gilt J(C) = W. Aber gilt auch noch J(D) = W fiir alle an-
deren Klauseln D in S? Sicher, da L in keiner Klausel in S vorkommt, kann

schlimmstenfalls der Wechseln von I(L) = F zu J(L) = W erfolgen. Aus
I(D) =W folgt also auch J(D) =W.

Aufgabe 2.4.18

(1)  Ist C eine tautologische Klausel in S, dann ist S\ {C} erfiillbar, we-
gen der minimalen Inkonsistenz von S. Es gibt also I mit I(D) = W fiir alle
D € S, D # C. Da C aber tautologisch ist gilt auch I(C') = W, was im
Widerspruch zu angekommenen Unerfiillbarkeit von S steht.

(2)  Da S unerfiillbar ist gibt es auf jeden Fall eine Klausel D € S mit
I(D) = F. Wiére D eine isolierte Klausel, so wére nach Aufgabe 2.4.17 S\{D}
unerfiillbar, im Widerspruch zur minimalen Unerfiillbarkeit von S. Also gibt

es sogar fiir jedes Literal L in D eine Klausel C, in der L vorkommt. Da
fiir alle Literale L in D wegen I(D) = F auch I(L) = F gelten muf} gilt

I(L) = W und damit auch I(C) = W.

Losungen zu Abschnitt 2.5 AL Spezielle Klassen

Aufgabe 2.5.1 von Seite 58

Eine disjunktive Normalform F = \/;ZLFZ ist genau dann erfiillbar, wenn
eine der Teilformeln F; erfiillbar ist. Jedes F; ist Konjunktion von Literalen,
also erfiillbar wenn kein Paar komplementérer Literale in F; vorkommt. Das
148t sich bei geeigneter Datenstruktur in O(n) feststellen.

Aufgabe 2.5.2 von Seite 58
Wir vereinbaren fiir A, S € AqFor die Notation
#4(S) := Anzahl der Vorkommen von S in A

Nach Satz 2.54 ist A € AqFor eine Tautologie gdw

376



1. #4(P) gerade fiir alle P € ¥ und

2. #4(0) gerade.

Wir schlielen jetzt

A ist unerfiillbar gdw

gdw
gdw

gdw

—A ist eine Tautologie
A < 0 ist eine Tautologie
Fiir alle P ist #4.,0(P) gerade und

# 450(0) gerade
Fiir alle P ist #4(P) gerade und # 4(0) ungerade

Aufgabe 2.5.3 von Seite 58

Man sieht leicht, daf§ die im Teil (a) des Korrektheitsbeweises von Satz 2.53
konstruiuerte Interpretation minimal.

Aufgabe 2.5.4 von Seite 58

Sei C' beliebige definite Horn—Formel.
Die (triviale) Interpretation I = W erfiillt C, d.h. es gilt val; (C) = W.

Beweis: Sei D = L, V- - -V Ly, beliebige Klausel von C' (da C' definit ist, mufl
k> 1 also C' # O sein!).

Genau ein L; ist positiv, sei z.B. L;, = P fiir ein P € . Nach Def. von I und
val ist 1(P)
valr(D) = W. Da D beliebig war, gilt val;(C') = W.

W =wal;(P) = val;(L;,). Also ist auch val;(Ly V-V L) =

Losungen zu Abschnitt 3.3 AL Resolution

Aufgabe 3.3.1

(]
(]
(]
(]
(]
(]
(]
(]
(]

O© 0 NO O W N+~

10 [7,2] p1h2 v -p3hi.
12 [7,5] pihl v -p3h2.

-plhl v -p2hl.
-plhl v -p3hl.
-p2hl v -p3hl.
-plh2 v -p2h2.
-plh2 v -p3h2.
-p2h2 v -p3h2.
plhl v plh2.
p2hl v p2h2.
p3hl v p3h2.
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14 [8,3] p2h2 v -p3hil.
15 [8,1] p2h2 v -pihil.
20 [9,6] p3hl v -p2h2.
23 [10,4] -p3hl v -p2h2.
49 [23,20] -p2h2.

50 [23,14] -p3hi.

51 [49,15] -pihi.

54 [50,9] p3h2.

55 [51,12] -p3h2.

56 [55,54]

—--—-> UNIT CONFLICT .

Aufgabe 3.3.2 Die Formel P <> @ ist sicherlich nicht unerfiillbar. Bringt
man sie in Klauselnormalform entstehen die beiden Klauseln

{=P,Q} wnd {P,-Q}

Mit der vorgeschlagenen Regel konnte man daraus unmittelbar die leere Klau-
sel ableiten. Also kann diese Regel nicht korrekt sein.

Aufgabe 3.3.3 Eine Krom-Formel ist eine Formel in KNF, wo jede Dis-
junktion hochstens zwei Literale enthélt, d.h. eine Krom-Formel 148t sich als
Klauselmenge schreiben, bei der jede Klausel maximal zwei Literale hat. Bei
der Resolution entstehen aus solchen Klauseln immer nur wieder solche:

{P> _'Q} ) {_'P7 R}

{-Q, R}

Insgesamt kénnen hochstens O(n?) [4n?] Klauseln erzeugt werden. Spétestens
nach O(n?) Schritten ist klar, ob O erzeugbar ist oder nicht.

Aufgabe 3.3.4 Im Beweis des Vollstindigkeitssatzes 3.20 von Seite 76 wird
nur einmal davon Gebrauch gemacht, dafl die Klauselmenge M, unter Re-
solventenbildung abgeschlossen ist. In der Notation des Beweises ist das die
Resolution der beiden Formeln Dy U {P,} und C' = C; U{—=P,}, wobei alle
Literale in Dy U C echt kleineren Index haben als n.

Aufgabe 3.3.5 Wir zeigen val;(C) = W fiir alle C € M, durch Induktion
iiber die Anzahl k der positiven Literale in C. Fiir den Induktionsanfang
betrachten wir eine Klausel Cy U {—F, } mit nur negativen Literalen, wobei

alle Literale in Cy einen kleineren Index als n haben. Falls val;(Cy) = W gilt
so auch val;(CoU{=P,}) = W. Gilt val;(Cy) = F so erzwingt die Definition

378



von I, daf} I(P,) = F und damit ebenfalls val;(Cy U {—-F,}) = W gilt.

Im Induktionsschritt betrachten wir eine Klausel D U{P,} mit k& > 0 positi-
ven Literalen und nehmen an, daf fiir alle Klauseln aus M, mit weniger als
k vielen positiven Literalen val;(C) = W schon gezeigt ist. Gilt I(P,) = W,
so auch val;(D U{P,}) = W und wir sind fertig. Gilt I(F,) = F dann gibt
es nach Definition von I eine Klausel Cy U {=P,} in M; mit nur negativen
Literalen und val;(Cy) = F. Da M, unter Resolventenbildung abgeschlos-
sen ist, liegt auch die Resolvente D U Cy von D U {P,} und Cy U {—PF,} in
My. Da D U Cy strikt weniger positive Literale als k£ enthélt gilt nach In-
duktionsvoraussetzung val;(D U Cy) = W. Wegen val;(Cy) = F folgt daraus
valr(D) = W und wir sind fertig.

Aufgabe 3.3.6 Die Inspektion des Beweises zu Ubungsaufgabe 3.3.5 zeigt,
daB dort nur negative Resolutionsschritte erforderlich sind.

Losungen zu Abschnitt 3.4 AL Tableaux

Aufgabe 3.4.1

(1)  Wir betrachten ein Tableau fiir die Formel 0(B — A) mit A = R —
(PAQ) und B = (PAQ)AR). Die auf den Wurzelknoten folgenden Knoten
sind markiert mit O(R — (P A Q)) und 1((P A Q) A R). Jedes geschlossene
Tableau (es gibt in diesem Fall nur eines) ist nicht regulér, R kommt zweimal
VOr.

(2) Die Losung ist verbliiffend einfach. Man modifiziert die Definition der
Anwendung z.B. der a-Regel: Kommt eine a-Formel V' auf einem Pfad 7 vor,
so wird fiir jede der beiden Formeln V;, die nicht bereits auf © vorkommt, der
Pfad um einen mit V; markierten Knoten verlangert. Entsprechend wir die /3
Regel modifiziert.

Aufgabe 3.4.2
(1) 1A+~ B 0A <+~ B
14 ‘ 0A 14 ‘ 0A

1B|0B  0B|1B
(2)  1sh(A,B,C)  0sh(A,B,C)
1A]| 04 TA] 04
1c| 1B 0C| 0B

Aufgabe 3.4.6
Sei T ein Tableau und 7 ein Pfad von Tj. Das Tableau 717 entstehe aus Tg
durch Anwendung der 5*-Regel auf 7. Es gibt also, z.B. eine Formel der
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Form 1(AV B) auf mp und 7 entsteht in dem 7y verldngert wird einnmal zu
7, das ist my verlingert um einen mit 1A markierten Knoten und zu ande-
ren zu my, das ist my verlingert um zwei Knoten, makiert mit 18 bzw. 0A.
Sei auflerdem [ eine erfiillende Interpretation fiir Ty, d.h. I(Tp) = W. Wir
zeigen, daBl dann auch I(77) = W gilt. Es geniigt den Fall I(my) = W zu
betrachten. Wir wissen dann jedenfalls I(AV B) = W. Gilt I(A) = W, dann
auch I(m) = W und damit auch I(7}) = W. Andernfalls gilt /(A) = F und
damit nach Voraussetzung [(B) = W. Insgesamt also I(m2) = W und damit
wieder I(Ty) = W.

Aufgabe 3.4.7

(1)  Wir geben hier nur den Kern des Korrektheitsarguments wieder; der
Rest lauft wie im Beweis von Satz 3.33. Sei [ eine erfiillende Interpretation fiir
einen Tableaupfad 7 und 71, 9 die durch die Anwendung der Schnittregel an-
standenen beiden Fortsetzungspfade, dann gilt I(m;) = W oder I(m) = W.
Das ist offensichtlich. Sei jetzt in derselben Ausgangssituation 7; die durch ei-
ne Anwendung der $-Regel entstandene Fortsetzung von 7. Liegen 1(F} V Fy)
und 0F; auf 7, dann gilt I((F1V Fy) = W und [(Fy) = F. Woraus I(Fy) =W
folgt und damit I(m;) = W. Dieses Argument funktioniert natiirlich auch fiir
alle weiterern [-Formeln.

(2)  Wir beschrianken uns wieder auf den Kern des Arguments. Sei dazu 7
ein offener Pfad in einem erschopften Tableau T. Wir definieren eine Inter-
pretation I durch

w falls 1P € 7
I(P)=¢ F falls OP € m
beliebig sonst

Da der offene Pfad 7 nicht 1P und 0P gleichzeitig enthalten kann, ist die De-
finition von I moglich. Es bleibt durch Induktion iiber die Komplexitiat von
F € 7 zu zeigen, daB I(F) = W gilt. Der Rest des Arguments funktioniert
wie im Beweis von Satz 3.33. Ist I eine atomare Vorzeichenformel, dann folgt
die Behauptung direkt aus der Definition von I. Sei 1(F} V Fy) € m. Aus der
Erschopftheit von T' folgt, dafl die Schnittregel fiir 1(F; V Fy) angewendet
wurde und 1F;7 oder OF 7 gilt. Im ersten Fall folgt aus der Induktionsvor-
aussetzung I(Fy) = W und damit auch I(Fy V Fy) = W. Im zweiten Fall
konnen wir wieder wegen der Erschopftheit von T' voraussetzen, dafl die zu-
gehorige B-Regel angewendet wurde und daher 1F, € 7 gilt. Daraus folgt
jetzt wie eben I(Fy V Fy) = W.
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Losungen zu Abschnitt 3.5 AL Sequenzenkalkiil

Aufgabe 3.5.1
Aufgabe 3.5.2

Losungen zu Abschnitt 3.7 AL Anwendungen

Aufgabe 3.7.1 Wir benétigen die aussagenlogischen Variablen R;, B;, G;
fiir 0 <14 < L. Die Intention ist, dafl R; wahr ist, wenn das Land 7 rot gefiarbt
wird. Entsprechend fiir B; und G;.

No<icr(GiV B V R;) A
Nicjen 7 (Gi AGy) A=(Ri A Rj) A=(B; A Bj)l}

Losungen zu Abschnitt 4.2 PL Syntax

Aufgabe 4.2.2

fehlt noch

Aufgabe 4.2.3

Wir benutzen die Bezeichnung T't(t) fir die Menge aller Teilterme von ¢ und
Tf(A) fiir die Menge aller Teilformeln von A.

Tt(t) = {t}
falls ¢t eine Konstante oder eine Variable ist.
Tt(f(tr,.. . tn) = {f(ts,...,t,)}UTt(t;) U...UTL(t,)
Tf(A) — {4
falls A eine atomare Formel ist.
Tf(-A) — {~A}UTS(A)
Tf(AoB) = {AoB}UTf(A)UTf(B)
Tf(VzA) = {VzA}UTf(A)
Tf(3zA) = {FzA}UTf(A)
Aufgabe 4.2.4
fehlt noch

Aufgabe 4.2.5
Wir definieren als Vorbereitung die Menge V () der in einem Term ¢ vorkom-
menden Variablen:

V(x) = {«}
V(- tn)) = UL V()

Jetzt folgen die rekursiven Definitionen der freien F'rei(A) und der gebunde-
nen Bd(A) Variablen in einer Formel A.
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Frei(s =t) = V(s)uV()
Frei(p(ti,....t,) = U, V(t)

Frei(A; o Ay) = Frei(A;)U Frei(As)
fiir jede aussagenlogische Verkniipfung o
Frei(VxA;) = Frei(4)\ {z}
Frei(3zA;) = Frei(4)\ {z}
Bd(s =t) = 0
Bd(p(ty,...,tn)) = 0
Bd(A; o As) = Bd(A;) U Bd(A,)
fiir jede aussagenlogische Verkniipfung o
Bd(VxAy) = Bd(A;) U {zx}
Bd(3zAy) = Bd(A;) U {zx}
Aufgabe 4.2.6
fehlt noch
Aufgabe 4.2.7
fehlt noch

Aufgabe 4.2.8

Die einzigen Variablen die in kV ¢(t1, t3) vorkommen, sind die nv(sy, s2). Wir
definieren die Substitutionen o; fiir i = 1,2 durch o;(nv(sy, s2)) = t;. Durch
Induktion nach dem Formelaufbau von kVg(t,t,) zeigt man jetzt

0i(kVg(ti,ta)) = t;

Besteht £V g(t1,t2) nur aus einer Variablen, also kV g(ty,t2) = nv(t1, t2), dann
ist diese Behauptung offensichtlich richtig. Im anderen Fall gilt £V g(t;,t5) =

f(/{;Vg(tn, tgl), ey ng(tlk, t2k>> und
oi(kVg(ti,t2)) = floi(kVyg(tir,t21)),...,0:(kVg(tig, tar)))
= f(tia, . tin, tox) Ind.Vor.
=t

Sei jetzt ein Term s gegeben und Substitutionen 71, 7o mit 71(s) = t; T(s) =
to. Wir miissen eine Substitution p finden mit p(s) = kVg(t1,t2). Wir setzen
fiir jede in s vorkommende Variable X

p(X) = kVg(ri(X), (X))

Wir zeigen p(s) = kVg(m1(s), m2(s)) durch strukturelle Induktion iiber s. Ist
s nur eine Variable, stimmt die Definition von p mit der zu beweisenden
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Aussage iiberein. Es bleibt der Fall s = f(sy,...,s,) zu betrachten.

p(f(s1,-. o 80)) = [f(p(s1),-..,p(sn))
= f(kVg(n 513 ,12(81)) - KV g(mi(sn), T2(8n)))  Ind.Vor.

(
kVg(f(mi(s ,71(sn)) f(m2(s1), ... 72(sn)))

= kEVg(n(f(si,...,8n)), 2(f (31,...,3n)))

= kVg(ri(s), 2(s))

Losungen zu Abschnitt 4.3 PL Semantik

Aufgabe 4.3.1
fehlt noch

Aufgabe 4.3.2
A sei die Konjunktion der folgenden Formeln:

Va—r(z, )

VaVyVz(r(z,y) Ar(y, z) — r(z, 2))
Vavy(r(z, )—>E|z(( 2)AT
JrJyr(z, y)

Aufgabe 4.3.3

valp g(VxB) = W

& Fiir alle d € D: valp ga(B) = W

& Fiir alle d € D: valp ,¢(B) = W
(Nach Induktionsannahme. Denn es ist F'rei(B) C Frei(VxB) U {z};
nach Voraussetzung iiber 3, und wegen 8%(x) = d = v%(z)
also 84(y) = v4(y) fiir alle y € Frei(B) und alle d € D)

& valp ,(VaB) = W.

Aufgabe 4.3.4

fehlt noch

Aufgabe 4.3.5

Diese Formalisierungsaufgabe geht iiber den Rahmen, den wir bisher betrach-
tet haben hinaus, indem wir die natiirlichen Zahlen (N, 4, <) als Datenstruk-
tur benutzen. Wir erkliren weiter unten die Einzelheiten. Neben den auf N
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vorhanden vertrauten Relationen und Funktionen benutzen wir ein zweistel-
ligen Pradikat d(x,y) mit der intendierten Bedeutung, dafl d(i,j) wahr ist,
wenn auf dem Feld mit den Koordinaten (i, j) eine Dame positioniert ist.2

Zunéchst préasentieren wir die Loung fiir den Fall n = 8. Zur Abkiirzung
benutzen wir die Notation

Vsr Ao Vr(l1<zr<8— A)dhr As Jx(1 <z <8AA)

Die gesuchte Formel gg besteht aus der Konkjunktiond der folgenden Teilfor-
meln:

1 v8xv8y(d<x7y> - v82"('2 7£ r — _'Q<z7y>>>

VaxVsy(d(z, y) = Vsz(z # y = q(z, 2)))

Vsx(d(z,x) — Vsz(z # x — —d(z, 2)))

Ve(l<z <TAdz+1,2) > Vz(1 <z <TAz#zx— -d(z+1,2))
Ve(l<z <6Adrz+2,2) > Vz(1<z<6Az#zx— d(z+2,2))

Ot W N

9 Ve(l<z<2Ad(zx+6,2) > Vz(1<z<6Az#z— —d(z+6,2))
10 Ve(1 <ax<TAd(z,z+1) = Vz(1<ax<TAz#zx— d(z,z+1)))
11 V(1 <z <6Adz,2+2)=>Vz(1<z<6Az#z— —d(z,2+2)))

15

Ve(l <z <2Ad(z,z2+6) > Vz(1<z<2Az#z — —d(z,2+6)))
16 Ve(l <z <8Ad(z,9—2) > Vz(1<z<8Az#uz— —d(z,9—2)))
17 Vz(1 <2 <7Adz+1,9—2x) —

Vz(1<2<TAz#x—~d(z+1,9—2)))

22 Ve(l1<z<2Ad(z+6,9—12)—

Vz2(1<z2<2Az#x— ~d(z+6,9—2)))
23 Vz(1 <o <7Adz,8—1z)—

Vz(1<2<TAz#z— —d(z,8—2)))

28 V(1 <z <2Ad(z,3—1z)—
Vz(1<2z<2Az#xz— —d(z,3—2)))
29 Vgzr3yd(z,y)

Die Formel 1 besagt, dafl in einer Reihe, in der eine Dame positioniert ist,
keine weitere stehen kann. Formel 2 sagt dasselbe fiir Spalten. Formel 2 sagt,
wenn eine Dame auf der aufsteigenden Hauptdiagonalen von (1, 1) nach (8, 8)
steht, keine weitere auf dieser Diagonalen stehen kann. Die Formeln 3 bis 9
sagen dasselbe aus fiir die immer kiirzer werdenen aufsteigenden Diagona-
len unterhalb der Hauptdiagonalen. Insbesondere ist Formel 9 dquivalent zu

384



d(1,7) — —d(2,8). Die Formeln 10 bis 15 sagen aus, daf§ auf den immer
kiirzer werdenden aufsteigenden Diagonalen oberhalb der Hauptdiagonale
hochstens eine Dame stehen kann. Formel 16 wendet sich der absteigenden
Hauptdiagonalen von links oben, Feld (1,8), nach rechts unten, Feld (8,1)
zu. Die nachfolgenden Formeln bis 28 decken die weiteren kiirzeren absteigen-
den Diagonalen ab. Die letzte Formel 28 schlieflich sagt, dal in jeder Reihe
mindestens eine Dame stehen soll.

Man kann die Formeln 3 bis 9 zusammenfassen zu

VE(O<k<6—
Ve(l<z < (8—Fk)Ad(z+k,z)—
Vz(1<z<(8—k)ANz#x— —d(z+k, z2))))

Ebenso die Formeln 10 bis 15:

VE(O<k<6—
Ve(l<z < (8—Fk)Ad(z,z+k) —
Vz(1<z2<(8—k)ANz#x— —d(z,2+k))))

Ebenso lassen sich die Formeln welche die absteigenden Diagonalen betreffen
zusammenfassen zu:

VE(O<Ek<6—
Ve(l<az < (8—k)ANd(z+k,9—2) —
V2(1<2<8—k)Az#x— ~d(z+k,9—2))))

VE(O<k<6—
Ve(l<az < (8—k)ANd(z,9—k —2x) —
Vz(1<2<8—k)ANz#xz—d(z+k,9—k—2))))

Die Definition der Erfiillbarkeit ist in dem hier betroffenen Fall dahingehend
abzuéndern, dafl eine Teil der gesuchten Interpretation festgelegt ist. Das
Universum sind die natiirlichen Zahlen N und die arithmetischen Funktionen
+ und — und die Relation < sind im iiblichen Sinne festlegt. Nur die In-
terpretation der zweistelligen Relation d(x,y) ist noch frei. In diesem Sinne
ist die Konjunktion der oben beschriebenen Formeln genau dann erfiillbar,
wenn das Acht-Dame Problem eine Losung hat.

Die Verallgemeinerung auf beliebiges n anstelle von 8 ist jetzt leicht zu be-
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werkstelligen:

1 VaVy(1 <z <nAl1<y<nAd(ry) —
Vz(1<z<nAz#z— q(z7y)))

2 VxVy(1<x<n/\1<y<n/\dx,y)—>
Vz(1<z<nAz#zx— gz, 2)))

3 VE(0O<k<(n—-2)—
Ve(l<z < (n—Fk)ANd(z+k,z)—
Vz(1<z<(n—k)ANz#x— ~d(z+k,z2))))

4 VEO<k<(n—2)—
Ve(l<z < (n—k)ANd(z,z+ k) —
Vzl<z<(n—k)ANz#x— —d(z,2+k))))

5 VE(0O<Ek<(n—2)—
Ve(l<z < (n—k)ANdz+kn—1—2)—
Vz(1<z<(n—k)ANz#x—~d(z+k,n—1-2))))

6 VE(0<Ek<(n—2)—
Ve(l<z<(n—k)ANdlz,n—1—k—2) —
Vzl<z<(n—k)ANz#xz—-dz+kn—1—Fk—2))))

7T Ve(l<z<n—3yl<y<nAd(zy)))

Aufgabe 4.3.6
Aufgabe 4.3.7
Die Formel p(z) A Jz—p(x) ist zwar erfiillbar, hat aber kein Modell.

Aufgabe 4.3.8
A:=p(x), B:=VzP(x).

Aufgabe 4.3.9

p(x) | Vap(z), p(z) FVep(z)
ist ein Gegenbeispiel fiir die umgekehrte Implikation.

2 kokokokokok

3. Ein Gegenbeispiel ist etwa p(z) |= Vap(z), = p(x) — Vep(x).

4 Kokokokokok

Aufgabe 4.3.12
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1. gbg = El[L‘lzlfL‘QEL'L‘g( T 7é i) VAN T 7é T3 N i) 7& ZL‘3/\
Vy( y=z1Vy =12 Vy=13))
Dabei steht s # t abkiirzend fiir =(s = t).

2. ¢p =731 Elxn(/\1gi<j§n T; 7 T N vy(\/1§z‘gn y =)

Aufgabe 4.3.13

zu 1 Wir versuchen mit moglichst wenig nicht-logischem Vokabular auszu-
kommen und benutzen nur ein zwei-stelligen Funktionszeichen f.

Speven = \V/l‘(f(f(l') = ZL‘) Nz 7& f([[’))

Gilt M = Speyen dann definieren wir fiir jedes Element m aus dem Universum
von M die Menge M,, = {m, fM(m)}. Wegen M = Speyen hat jede der
Mengen M,, genau zwei Elemente. Aulerdem gilt fiir m; # ms entweder
M,,, = M,,, oder M,,,, \"\M,,, = (. Gilt ndmlich my € M,,, dann gilt entweder
my = my oder my = fM(m;). Im ersten Fall gilt natiirlich auch M,, =
M,,, und im zweiten Fall folgt zunichst fM(my) = fM(fM(my)) = my
und damit auch wieder M,,, = M,,,. Ahnlich verliuft die Argumentation im
Fall fM[my) € M,,,. Bezeichnen wir mit M das Universum von M dann gilt
offensichtlich M = M,,, und M mu$ eine gerade Anzahl von Elementen
haben.

Fiir jede gerade Zahl n = 2k kann man leicht ein Modell M™ konstruieren
das Speyen erfiillt. Man kann z.B. als Universum von M"™ die Zahlen von 1
bis n wihlen und die Interpretation von f wie folgt festsetzen:

meM

an(i)— k+i1 falls1 <i<k
)l i—k fallsk+1<i<n

zu 2 Wir verzichten hier auf eine minimale Signatur und legen mehr Wert
auf Anschaulichkeit. Die Grundidee ist eine Formel Spyuq.q aufzuschreiben,
die sicherstellt, daf8 in jedem Modell M von Spueq eine (virtuelle) x-Achse
und eine y-Achse existieren gegeben durch die einstelligen Priadikate X () und
Y (). Fiir jedes Element von M wird die x-Koordinate durch die einstellige
Funktion z() und entsprechend die y-Koordinate durch die einstellige Funkti-
on y() gegeben. Fiir jedes Koordinatenpaar (n, m) mit n € X und m € Y1
gibt es genau ein Element e in M mit 2 (e) = n und y™(e) = m. Wenn wir

387



jetzt noch sicherstellen, daff X- und Y-Achse gleich lang sind, dann ist die
Anzahl der Element von M eine Quadratzahl. Dazu benutzen wir die binére
Relation R, die eine eindeutige Korrespondenz zwischen X und Y beschreibt.
In Formeln gegossen ergibt das:

1 Ve(X(z(e)) NY(y(e))) A
2 Ver,ex((xz(er) = x(e2) ANyler) =ylex)) > e1=e A
3 VYnVm(X(n) AY(m) — Je(z(e) =nAyle) =m)) A
4 Vul,u2, (( (ul, ) R(UQ, )) — Ul = UQ) A
5 Vup, ug, w((R(w,u1) A R(w,uz)) = up = us) A
6 Vu(X(u) — Jw(Y(w) A R(u,w))) A
7 Vw(Y (u) = Fu(X(u) A R(u,w)))

zu 3 Wir iibernehmen das Vokabular aus der vorangegangenen Teilaufgabe
ohne das Relationszeichen R und bezeichnen mit ¢ die Konjunktion der
Formeln 1 bis 4. Zunéchst setzen wir
Sp/nonpm'me = ¢ A

JrIy(X(z) AN X(y) AaF#y) A

3y (Y (z) NY (y) Aw # y)
Mit denselben Uberlegungen wie unter (2) sicht man ein, daB jedes Modell
M von Spj . rime genau aus n * m Elementen besteht, wobei n die Anzahl
der Element in X ist und m die Anzahl der Element in Y M. Sp/ .
sichert zudem n > 1 und m > 1. Da 1 und 2 auch als Nichtprimzahlen zéhlen
schliefen wir ab mit der Definition:

Spnonprime = Sp;mnprime V ¢2 Vv ¢1

Fiir die Anzahlformeln ¢,, siehe die obige Losung zu Aufgabe 4.3.12.

Als ein Beispiel fiir kompliziertere Spektren erwidhnen wir die Menge aller
Primzahlpotenzen, die genau die Menge der endlichen Kardinalitédten ist fiir
die es endliche Korper gibt, siehe [Lan72, Chapter VII, Section 5.
Aufgabe 4.3.14

A = p(z) und B = Vap(z) leisten das Gewiinschte. Denn: p(x) = Vap(x),
aber B~ p(z) — Vap(z)

Aufgabe 4.3.15

Fiir a = 1 und b = 1073741821 = (ma:p _int —5) gilt bk b = —2147483639
und (b4 1) #j;me (b+ 1) =4, also Z int = @la, b], aber b ist keine ganzzahlige
Quadratwurzel von 1.

Aufgabe 4.3.16

Teil 1:
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VnVd( (n > 0A jdiv(n,d) = div(n,d))

vV

(n < 0A jdiv(n,d) = —div(—n,d))

)

Teil 2:
Der Beweis benutzt strukturelle Induktion nach der Komplexitat von s. Wir
fixieren eine beliebige Interpretation (D, ) und eine Variablenbelegung /3
und schreiben im folgenden val anstelle von valp 1 g.

Ist s eine Variable, dann ist s; = s, = s und die Behauptung ist offensichtlich
wahr.

Ist s = f(s',...,s") dann gilt s; = f(s},...,sF) firi = 1 und i = 2,
wobei, wie der Leser vielleicht schon erraten hat, s{ aus s’/ entsteht durch
die Ersetzung von occ mit t;. Analog entsteht s}. Die Auswertung val(s)
liefert zuniichst: val(s) = I(f)(val(s'),...,val(s¥)). Im Fall (D,I,8) = ¢
sagt die Induktionshypothese val(s’) = val(s?). Daraus folgt weiter val(s)
= I(f)(val(s!),...,val(s*)) = I(f)(val(s}),... ,val(s})) = val(s;). Analog
erhilt man im Fall (D, I, §) = —¢ das gewiinschte Resultat val(s) = val(ss).

Es bleibt der Fall s = if ¢’ then s else s,. Der Spezialfall, dafl s selbst
das Vorkommen occ ist , das ersetzt werden soll, dafl also ¢ = ¢/, s; = s und
8o = 54 gilt, ist unmittelbar klar. Wir nehmen daher im folgenden an, daf occ
in s oder sy vorkommt. Wir betrachten zuerst den Fall (D, I, 5) = ¢. Diese
teilt sich natiirlicherweise in zwei Unterfiille: Falls (D, I, 5) = ¢’ dann val(s)
= val(s}) und die Induktionsvoraussetzung liefert val(s})) = val((s})1). Falls
(D, I,5) E ~¢' dann val(s) = val(sy) und die Induktionsvoraussetzung hilft
uns auf val(sy) = val((sh)1) zu schliefen. Zusammengenommen haben wir
val(s) = val(sy) gezeigt.

Der Fall (D, 1, 8) = —¢ folgt analog.

Teil 3:

Wir benutzen wieder Induktion nach dem Formelaufbau von F. Die beste
Strategie die in jedem Induktionsschritt anfallenden Aquivalenzen zu bewei-
sen ist die Fallunterscheidung (D, I, 8) = ¢ oder (D, I, 5) = —¢. Wir werden
im folgenden Schreibarbeit sparen und (D, ) schreiben anstelle von (D, I, 3)
und val anstelle von valp 1 g.

Fiir den einfachsten Fall F' = r(sy,...,s;) fur ein Relationssymbol r ergibt
sich die Beweisverpflichtung:

(D,B) Er(sty...,s8) <> r(sia,...,561) falls (D, ) = ¢
(D,B) Er(sty...,s) <> r(si2,...,52) falls (D,f) = —¢
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Aus Teil (2) des Beweises wissen wir:

val(s;) = val(s;1) falls (D, 8) = ¢
val(s;) = val(s;2) falls (D, B) E —¢

und wir sind mit diesem Fall fertig.

Wenn wir aus der Induktionsvoraussetzung im Fall (D, ) = ¢ wissen, daf
(D, B) = F; <» F;; dann folgt daraus natiirlich auch: (D, 8) | (F1 A Fy) <
(Fl,l A FQJ), (D,B) ): _|F1 < _|F171, und (D,B) ): <F1 V FQ) < (Fl,l V F2,1)-
Dasselbe Argument gilt auch im Fall (D, 8) = —¢, wobei der Index 1 durch
Index 2 ersetzt werde mufl. Zusammengenommen hat man damit gezeigt
(Fi1NEFy) < (N Fii A Fyp) V(29 A Fia A Fys). Ebenso fiir die anderen
aussagenlogischen Verkniipfungen.

Teil 4: Eine beliebige Formel F' wird zuerst in eine dquivalente prénexe
Normalform transformiert @1z . .. QrziFo, mit Q; € {V,3}. Fiir die quanto-
renfreie Formel Fy wiederholen wir fiir jedes Vorkommen occ eines bedingten
Terms die Konstruktion aus Teil (3). und erhalten eine Formel F; ohne be-
dingte Terme mit

V.. V.T}k(FO — Fl)

Daraus folgt auch

Qixy ... Qrapky < Qixy ... Qe Fh

Aufgabe 4.3.17

Wir betrachten die Formel F' = (p(x) A q(y)) V (—p(x) A —q(y)).

In der Struktur M mit zwei Elementen M = {a,b} und I'M(p) = I'M(q) =
{a} gilt M |=Va3yF aber nicht M = JyVaF.

Losungen zu Abschnitt 4.4 PL Normalformen

Aufgabe 4.4.6

Die Antwort ist nein. Die Giiltigkeit der in Frage stehenden Aussage héngt
sehr stark vom benutzen Vokabular ab. Betrachten wir z.B. das Vokabu-
lar 3, das einzig und allein ein Konstantensymbol c¢ entélt. Das einzige
Préadikatszeichen ist also die Gleichheit =. Die Formel Jz(—-x = ¢) ist si-
cherlich erfiillbar. Ex gibt aber keinen Term, der ein solches x bezeichnen
konnte.
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Losungen zu Abschnitt 5.1 PL Tableau

Aufgabe 5.1.1
TBD

Aufgabe 5.1.2

1. Es gibt ein geschlossenes Tableau fiir p(x) iiber {p(a)} aber {p(a)} |~
p(z)

2. Es gilt {p(0),p(z) = p(s(x))} = p(s(s(0))). Aber es gibt kein geschlos-
senes Tableau fiir p(s(s(0))) tber {p(0),p(z) — p(s(x))}.

Aufgabe 5.1.3

1. (Vap(z)) — Jzp(z) ist allgemeingiiltig in der iiblichen Semantik, in der
Interpretation mit leerer Tragermenge aber falsch.

2. Die Menge der erlaubten Interpretation ist fiir die Nullsemantik (um
genau ein Element) grofler. Also ist jede allgemeingiiltige Formel in
der Nullsemantik auch allgemeingiiltig im bisherigen Sinne. Der un-
veranderte Tableaukalkiil ist also weiterhin vollstéandig. Er ist aber fiir
die Nullsemantik nicht mehr korrekt. Das Tableau mit der Wurzelmar-
kierung OVap(z) — Jxp(z) (siehe nédchsten Aufzdhlungspunkt) kann
geschlossen werden, aber Vap(z) — Jzp(x) ist keine Tautologie in der
Nullsemantik.

3. die 7-Regel von Seite 164 mufl eingechrénkt werden zu:
~%-Regel  Die v-Regel, darf auf einem Pfad 7 nur angewendet werden,
wenn

(a) in den Formeln von 7 mindestens ein Konstantensym-
bol vorkommt
oder

(b) auf dem Pfad 7 einmal eine §-Regel auf eine Formel
ohne freie Variablen angewendet wurde.

Das folgende Tableau kann nach dieser Regel nicht geschlossen werden:

1) OVzp(x) — Jzp(x)
) 1Vap(x)
) 03zp(x)
) 1p(X)
) 0p(Y)
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Die Anwendungen der y-Regeln in den Zeilen 2 und 3 erfiillt nicht die Ein-
schrinkungen der +°-Regel. Der urspriingliche Kalkiil war bezgl. der Nullse-
mantik vollstéandig aber nicht korrekt. Fiir den Kalkiil mit der modifizierten
v-Regel bleibt nur die Vollstdndigkeit erneut zu beweisen. Wir betrachten
dazu einen offenen Pfad 7 eines erschopften Tableaus iiber M U {—A}. Wir
beschrinken uns auf den Fall, daf§ auf 7 kein Konstantenzeichen vorkommt
und keine §-Regel auf eine variablenfreie Formel angewendet wurde; ande-
renfalls gibt es keine Anderung gegeniiber dem vorigen Beweis von Seite 174,
Wir wollen zeigen, dafl es eine Struktur Dy mit leerem Universum gibt, die
alle Formeln, die auf 7 vorkommen erfiillt. Es mag zunéchst iiberraschen,
daBl es mehr als eine Struktur D mit leerem Universum geben kann. Das
liegt daran, dafl wir in Definition 4.2 auch null-stellige Pradikatenzeichen p
zugelassen haben. Fiir diese setzen wir:

DoEp < 1p kommt auf 7w vor

Da keine v-Regel angewendet werden darf kommt auf 7 keine freie Varia-
ble X vor. Aufiderdem kann keine J-Formel vorkommen. Anderenfalls wiirde
durch die Anwendung der d-Regel in Abwesenheit von freien Variablen ein
Konstantensymbol eingefiihrt, was es aber auf 7 nicht geben soll. Hier gibt
es noch den Spezialfall zu einer §-Formel JxF zu betrachten, in dem die
Variable z in F' nicht vorkommt. Die Anwendung der J-Regel wiirde in die-
sem Fall nicht dazu fithren, dal ein Konstantensymbol auf 7 vorkommt. Um
diesen Fall abzudecken wurde der zweite Teil der Einschrankung fiir die An-
wendung der vy-Regel eingefiihrt. Fiir den vorliegenden offenen Pfad 7 konn-
ten wir daher annehmen, dafl keine d-Regel auf eine variablenfreie Formel
angewendet wurde (andernfalls unterliegt die Anwendung der 7-Regel keiner
Einschrankung und der Beweis von Seite 174 funktioniert wieder). Schliellich
sind die einzigen auf m vorkommenden atomaren Formeln null-stellig, denn
Konstantensymbole oder Variable, welche die Argumentpositionen besetzen
konnten, stehen nicht zur Verfiigung. Somit ist jede Formel auf m entweder
eine atomare Formel, eine mit einem Allquantor beginnende Formel oder eine
aussagenlogische Kombination von auf m vorkommenden Formeln. Was die
atomaren Formeln F' angeht, so wurde Dy so definiert, dafl Dy |= F' gilt. Die
mit einem universellen Quantor beginnenden Formeln sind in D, wahr wegen
des leeren Universums. Der induktive Beweis, daf} fiir jede auf m vorkommen-
de Formel F' gilt Dy = F kann nun unverdndert aus dem aussagenlogischen
Beweis von Satz 3.33 von Seite 87 iibernommen werden.

Aufgabe 5.1.4
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01[V] 1 Vit(a(next(t)) <> b(t) A —reset(t))
02[V] 0 Vi(reset(t) — —a(next(t)))

[
[
03[2] 0 reset(c) — —a(next(c))
04[3] 1 reset(c)
05[3] 0 —a(next(c))
06[5] 1 a(next(c))
07[1] 1 a(next(X)) <« b(X) A —reset(X)
08[07] 1 a(next(X)) 09[07] 0 a(next(X))
10[07] 1 b(X) A —reset(X) (06, 09] closed
11[10] 1 b(X)
12[10] 1 —reset(X)
13[12] 0 reset(X)
[04, 13] closed by o(X) = ¢

Aufgabe 5.1.5
Aus Vz(——z = x) folgt Vz,y—x = -y — = = y und damit ist nach Lemma
5.51 R eine Boolesche Algebra.

Losungen zu Abschnitt 5.2 PL Kalkiile

Aufgabe 5.2.1 TBD

Aufgabe 5.2.2 Die Vollstandigkeit kann nicht verloren gehen, da in der
modifizierten Version mehr Resolventen gebildet werden kénnen als vorher.
Der Korrektheitsbeweis macht nicht Gebrauch von der Variablendisjunktheit.
Der modifizierte Kalkiil ist also weiterhin korrekt und vollstdndig. Er ist al-
lerdings ineffizienter, da es mehr Moglichkeiten gibt eine Resolvente mehrfach
auf verschiedenen Wegen herzuleiten.

Aufgabe 5.2.3 Wegen Res' (M) C Res(M) ist der modifizierte Kalkiil auf
jeden Fall noch korrekt. Er ist aber nicht mehr vollstdndig. Die Formelmenge
{Vz(p(x, f(x))), ~Fz(p(a,x))} ist sicherlich unerfiillbar. Nach Umwandlung
in Klauselnormalform erhalten wir {{p(z, f(x))}, {-p(a,x)}}. Die beiden Ei-
nerklauseln {p(zx, f(z))}, {—p(a,x)} sind allerdings nicht resolvierbar, da die
Unifikation von z mit f(z) in der zweiten Argumentstelle von p nicht moglich
ist. Dagegen liefert die Resolution von {p(x, f(x))} mit {—p(a,y)} sofort die
leere Klausel.
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Aufgabe 5.2.4

zu (1)
F—=F Axiom
F—=FVv(G  LK-or-right-1
FNG= FV(G LK-and-left-1
zu (2)
F—=F G—=>G Axiome
FANG=F FANG=G LK-and-left-1/2
FANG=FANG and-right
zu (3)
F—=F Axiom
F,—-F = not-left

F.EN-F = LK-and-left-2
FN=F FAN—-F = LK-and-left-1
FN—-F = Verdopplung

Losungen zu Abschnitt 5.3 PL Anmerkungen

Aufgabe 5.3.1 Wir iiberlegen uns zunéchst, dafl es fiir jedes n eine X-
Formel A,, gibt, so daf fur alle (D, I) mit (D, I) = A, gilt A, hat mindestens
n Elemente. Diese Aussage kann man eigentlich direkt hinschreiben:

An :Ell‘o...zll‘n_l( /\ —Z; iZL‘j)

0<i<j<n

Da ¥ leer ist, hat die Interpretationsfunktion I einen leeren Definitionsbereich
und wir lassen [ fiir den Rest dieser Losungsbeschreibung weg. Gilt D |= A,
fiir alle n, dann muB D unendlich sein. Die Behauptung der Ubungsaufgabe
ist nun, dafl es nicht moglich ist, die unendlich vielen Formeln A,, durch eine
dquivalent zu ersetzen. Angenommen, es wire doch moglich und D = A gilt
genau dann, wenn D unendlich ist. Dann gilt {4, | 0 < n} - A. Nach dem
Endlichkeitssatz gibt es schon ein m mit {4, | 0 < n < m} F A. Sei D,,
eine Menge mit genau m Elementen. Dann gilt fiir alle 0 < n < m sicherlich
D = A,. Also gilt auch D = A. Damit hétten wir aber ein endliches Modell
fiir A gefunden im Widerspruch zur Annahme.

Aufgabe 5.3.2 TBD
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Losungen zu Abschnitt 5.4 Axiomatisierung von Daten-
typen

Aufgabe 5.4.1 Beide Beweis benutzen Induktion,

zu 1l Im Induktionsanfang ist 0 + 1 =1 + 0 zu zeigen. Da folgt aus Teil 1
von Lemma 5.48.

Im Induktionsschritt mufl von x+1 = 1+ x geschlossen werden auf (z+ 1)+
I=14(z+1).

(x+1)+1 = (1+2x)+1 Induktionsvoraussetzung
= 1+ (x+1) Lemma 5.48.2

zu 2 Induktion lauft iiber die Variable z. Der Induktionsanfang 0 + y) =
y + 0 folgt aus Lemma 5.47 Teil 1.

Im Induktionsschritt miissen wir von x+y = y+x auf (z+1)+y = y+(x+1)
schlieflen

(x+1)+y = z+(1+y) 5.48
= x4+ (y+1) Teil 1 dieses Lemmas
= (z+4y)+1 5.48
= (y+z)+1 Induktionsvoraussetzung
= y+(z+1) 5.48

Aufgabe 5.4.2

zul Aufz <yundy < z folgt nach der Definition der Ordnung z+u =y
und y + w = z. Die erste Gleichung in die zweite eingesetzt ergibt, nach der
Anwendung der Assoziativitdt der Addition, = + (u + w) = z und damit
Jv(z +v = 2).

zu 2  Hier bietet sich Induktion nach u an. Fiir u = 0 folgt x = y aus Axiom
3. Im Induktionsschritt gehen wir von der Hypothese z +u =y+u — 2z =1y
aus und miissen x 4+ (u+ 1) = y + (u+ 1) = = = y zeigen. Die linke Seite
der Implikation liefert mit Axiom 4 zunéchst (z +u) + 1= (y + u) + 1. Mit
Axiom 2 ergibt das x +u = y + u. Mit der Induktionshypothese erhalten wir,
wie gewiinscht, x = y.

zu 3 Die Aussage ldBt sich durch Induktion iiber v zeigen. Im Induktions-
anfang, v =0, ist u+0 =0 — u = 0Av = 0) zu zeigen. Wegen Axiom 3 folgt
aus der linken Seite der Implikation u©+ 0 = 0+ 0. Woraus mit Axiom 2 folgt
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u = 0. Im Induktionsschritt ist u + (v +1) =0 — u = 0 A v = 0) zu zeigen.
Die linke Seite kann geschrieben werden als (u+v) 41 = 0, was nach Axiom
1 nicht der Fall sein kann. Somit ist die Implikation trivialerweise wahr. Auf
die Induktionshypothese wuflte wir hier garnicht zuriickgreifen.

zu 4 In der folgenden Argumentation erwédhnen wir Anwendungen der
Assoziativitit (Lemma 5.48) und Kommutativitdt (Aufgabe 5.4.1) nicht
mehr. Aus x < y und y < z folgt nach Definition der Ordnung = +u = y und
Yy + w = x, was zusammengenommen = + (u + w) = z liefert. Wegen Axiom
3 konnen wir auch x + (u + w) = x + 0 schreiben. Aus Teil 2 dieser Aufgabe
folgt u 4w = 0. Aus Teil 3 dieser Aufgabe schlieplich u = w = 0 Also x = y.

Aufgabe 5.4.3 zu 1l Induktion nach der Variablen x.

Im Induktionsanfang is x * 0 = 0 zu zeigen, was direkt aus Axiom 5 folgt.
Im Induktionsschritt miissen wir von der Induktionshypothese 0 x x = 0
schlieBen auf 0 % (x 4+ 1) = 0. Das geht so

Ox(z+1) = 0xx+0 Axiom 6
= 040 Induktionshypothese
= 0 Axiom 3

zu 2  Hierzu brauchen wir, zur Abwechslung, mal keine Induktion.

zxl = zx(0+1) Lemma 5.47(1)
= x04+2x Axiom 6
= 042 Teil 1 dieser Aufgabe
= x Lemma 5.47(1)

zu 3 Hier brauchen wir wieder das Induktionsschema.
Im Anfangsfall ist 1% 0 = 0 zu zeigen, was aus Axiom 5 folgt.
Gelte jetzt 1 * 2 =z und 1% (z + 1) = x + 1 ist zu zeigen. Das geht einfach:

lx(x+1) = 1sxz+1 Axiom 6
= r+1 Induktionshypothese

Aufgabe 5.4.4 zu 1l Induktion nach z
Der Induktionsanfang, VaVy(x* (y+0) = zxy+z*0), folgt aus den Axiomen
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3 und 5.
Im Induktionsschritt

(zx(y+ (2 +1))

ist Ve(zx (y+ (2 +1)) =xxy+xx(z2+ 1)) zu zeigen.

(z*((y+2)+1))

Assoz. von + , Lemma 5.48

= zx(y+2)+z Axiom 6
= (rxy+a*z)+a Ind.Hyp
= rxy+(r*xz+x) Assoz. von +
= rzxy+axx*x(z+1) Axiom 6

zu 2 Induktion nach z

Der Induktionsanfang, VaVy((x * y) x 0 = z  (y * 0)), folgt durch dreimalige
Anwendung von Axiom Axiom 5.

Im Induktionsschritt ist VaVy((x xy) * (z +1) =z * (y x (2 + 1))) zu zeigen.

(xxy)x(z+1) = (zxy)*xz+xxy Axiom 6
xx(yxz)+xxy Ind.Hyp
rx(yxz+vy) Teil 1 des Lemmas

= zx(y*x(z+1))) Axiom 6

Aufgabe 5.4.5

zu 1 Induktion nach y

Der Induktionsanfang Va((x + 1) * 0 = 2 % 0 + 0) folgt aus den Axiomen 3
und 5.

Im Induktionsschritt ist (z +1)* (y+1) =2 * (y + 1) + (y + 1) zu zeigen.

(x+1)*x(y+1) = (z+1)*xy+(x+1) Axiom 6
= (xxy+y) +(z+1) IndHyp
= (rxy+x)+ (y+1) Assoz. u. Komm. von +

Lemma 5.48 und
Aufgabe 5.4.1(2)
Axiom 6

zx(y+1)+(y+1)

zu 2 Induktion nach y

Der Induktionsanfang, Vz(x x 0 = 0 x z), folgt aus Axiom 5, z * 0 = 0 und
Aufgabe 5.4.3(1), 0%z = 0.

Im Induktionsschritt ist Va(z * (y + 1) = (y + 1) % x) zu zeigen.

= THxY+x Axiom 6
yxr+x IndHyp
(y+1)*x) Teil 1 des Lemmas

mit y ~ z,x~y

zx(y+1)
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Losungen zu Abschnitt 5.5 PL Anwendungen

Aufgabe 5.5.1 Die Formalisierungen findet man in den .key-Dateien SET001.key
bis SET004.key. Die vierte Gleichung AU (B\C) = (AUB)\ ((ANB)\ ()

ist nicht korrekt. Man betrachte dazu Mengen A,B,C, so daf ein Element a
existiert mit @ ¢ A, a € B und a € C. Dann ist a eine Element der rechten
Seite, aber nicht der linken Seite.

Aufgabe 5.5.2 Siehe die zugehdrigen .key-Dateien.
Aufgabe 5.5.3 Siehe die zugehorigen .key-Dateien.
Aufgabe 5.5.4 Siehe die zugehorigen .key-Datei.

Aufgabe 5.5.5

zu (1):  Zu gegebenen Zahlen n (Zahler, engl. numerator), d (Nenner, engl.
denominator) ist ¢ das Ergebniss der ganzzahligen Division von n durch d.
In Formeln:

jdiv(n,d) =q < d=0 Y
(n>0

d>0

q=>0

n>dxq
dx(q+1)>n) V
(n<0

d<0

q=>0

n<dxq

> > > > > > > > > > > >
Q
INA
o

> > > >
S
A\
o
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zu (2):

Aufgabe 5.5.6

Teil 1

div(n,d)=q < d=0 V
(gxd<n A
(d>0)AN(gxd>14+n—d)V
(d<0)AN(gxd>14ng+dpy)))

Teil 2

jdiv(n,d) = if (n > 0) then div(n,d) else — div(—n,d)
Siehe Aufgabe 4.3.16 zur Notation.

Losungen zu Kapitel 6 JML

Aufgabe 6.4.1 Reines Nachdenken hilft hier nichts. Die Substitution y fiir
x in der Nachbedingung aus Abb. 6.1 fiihrt zu

rec.x == \old(rec.x) && rec.x == \old(rec.x) + 1;

was widerspriichlich ist.
Die Entwickler von JAVA haben sich fiir rec.x == \old(rec.z) entschieden.

Aufgabe 6.4.2 Die Signatur X umfasst mindestens die einstelligen Funk-
tionen z(), y() und rec(), die zweistellige Relation > und die Konstanten 0,
this. Dann sieht die Invariante so aus:

x(this) > 0 A y(this) > 0 A rec(x(this)) > 0 A rec(y(this)) > 0

Aufgabe 6.4.3 Das folgende Programm leistet das Gewiinschte:

— Java + JML

class SITAO{ public int[] al, a2; int i, j;
/*@ public normal_behaviour
@ requires 0<=1 && 1<r && <=al.length && r<=a2.length;
@ assignable \nothing;
@ ensures ( 1 <= \result && \result < r &&
@ al[\result] == a2[\result]) | \result == ;
@
@

ensures (\forall int j; 1 <= j && j < \result;
all[jl '= a2[jl );
Qx/
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12
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15
16
17
18
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11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

pub
/*@
@
©
©
e
Qx*

lic int commonEntry(int 1, int r) { int k = 1;
loop_invariant

1=k & k <=r1

&% (\forall int i; 1 <= 1 && i < k; all[i] !'= a2[i] );
assignable \nothing;

decreases al.length - k;

/

while(k < r && al[k] '= a2[k]){k++;}

return k;}}

Java + JML —

Wie man sieht ist eine Anderung der JML Annotationen in diesem Fall nicht
erforderlich.

Aufgabe 6.4.4 Hier ist eine mogliche Losung:

— Java + JML

publ
pub
/%@

© 0 © © © ©

Q

ic class Max0{
lic int[] list;

public normal_behavior

requires list.length > O;

ensures (\forall int j;0 <= j && j < list.length;
list[j] <= \result );

ensures (\exists int i;0 <= i && i < list.length;
list[i] == \result);

assignable \nothing;

*/

public int max(){

i
i

/%

W.

nt pos=0;
nt m=1ist[0];
C]
@ loop_invariant pos >= 0 && pos <= list.length &&
@ (\forall int j;0<= j && j < pos;list[j] <= m) &&
@ (\exists int i;0<=i && i<list.length;list[i]==m);
@ decreases list.length-pos;
Q@ assignable \nothing;
Qx*/
hile (pos < list.length) {
if (list([posl>m) {m = list[pos];}
pos++;}
return m;}
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Java + JML —

Aufgabe 6.4.5 Folgende Invariante leister das Gewiinschte:
— Java + JML

public class Person{

/*@ public invariant
@ vorgesetzer != null ==>
@ arbeitgeber == vorgesetzter.arbeitgeber;
Qx*/

Java + JML —

Losungen zu Abschnitt 7.1 Modale Logik

Aufgabe 7.5.1 Alle Aufgaben kénnen nach dem gleichen Muster bewiesen
werden, das wir anhand der transitiven Allgemeingiiltigkeit von CCA — G A
vorfithren wollen:

Nach Lemma 7.9 ist in transitiven Kripke-Strukturen 0OA — OOA allge-
meingiilig. Also ist auch O0-A — O0O-A allgemeingiiltig und damit auch die
Kontraposition davon —00-A — —O-A. Indem man mehrfach die Tauto-
logie =0-C' <+ &C' ausnutzt erhédlt man |, wie gewiinscht, OCA — O A.

Aufgabe 7.5.2 Teile 1 und 2 sind offensichtlich.
Fiir Teil 3: A ¢ OA aber nicht A F- OA.

Aufgabe 7.5.3 Intuitiv ist die Behauptung einleuchtend: fiir die Giiltigkeit
von A konnen nur die Zustdnde relevant sein, die von s aus via R erreichbar
sind. Formal fithren wir einen Beweis durch Induktion iiber den Formelaufbau
von A. Ist A = P ein Atom so gilt:

(Kr,s) E P gdw Ip(P,s) =1gdw I(P,s) =1 gdw (K,s) = P

Die Induktionsschritte fiir die aussagenlogischen Junktoren sind einfach, z.B.
fiir die Konjunktion haben wir:

(Kr,s) EATNAy gdw  (Kr,s) E Ay und (Kr,s) = Ay (Def.von =)
gdw (K, s) = A1 und (K, s) = Ay (Ind.Vor)
gdw (K, s) = A1 A A (Def.von =)
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Es bleibt ein interessanter Fall zu untersuchen:

(Kr,s) EOA gdw VteT mit Ry(s,t) gilt (Kr,t) A (Def.von =)
gdw Vt e S mit Rp(s,t) gilt (Kr,t) = A (Defvon T)
gdw Vit e S mit R(s,t) gilt (Kr,t) A (Def.von Rr)
gdw Vit e Smit R(s,t) gilt (K,t) = A (Ind.Vor.)
gdw (K,s) = OA (Def.von =)

Aufgabe 7.5.4 Die Richtung, wenn A* ¥ B dann A F¢ B, folgt wegen
A € A* aus Teil 2 von Aufgabe 7.5.2.

Sei jetzt A F¢ B vorausgesetzt. Wir wollen A* - B zeigen. Sei dazu K eine
beliebige Kripke-Struktur und s, eine beliebige Welt von K mit (IC, s¢) = A*.
Unser Ziel ist (K, s9) = B herzuleiten. Sei Sy die am Ende der Ubungsaufgabe
7.5.3 definierte Teilmenge aller Welten von K. Mit Ky bezeichnen wir die
Kripke-Struktur g, (siche ebenfalls Ubungsaufgabe 7.5.3). Nach Aufgabe
7.5.3 folgt auch (Ko, s¢) = A*. Da jede Welt ¢ in Sy in endlich vielen R-
Schritten von sy aus erreicht werden kann folgt daraus (Ko, ) = A fiir alle
t € Sp. Wegen A F¢ B folgt insbesondere (Ky, so) = B. Woraus wieder mit
Aufgabe 7.5.3 folgt (K, s¢) = B.

Aufgabe 7.5.5 Sei A eine modallogische Formel und B die dazu negati-
onsduale Formel. Sei £ = (S, R, I) eine Kripke Struktur und I, die Interpre-
tationsfunktion mit

[ F fallsI(p,s)=W
L) ={ Y 1)

Offensichtlich gilt fiir alle s € S
(SR, I),s) E Agdw ((S,R, 1),s) = B.

Wenn A eine charakterisierende Formel fiir R ist, dann gilt fiir alle (S, R) € R
und alle I (S, R,I) = A. Dann gilt nach der eben gemachten Beobachtung
fiir alle I, auch (S, R, 1;) = B. Da aber jede Interpretation sich in der Form
I; darstellen 1a8t, genauer gilt sogar I = (I4)q, haben wir somit fiir alle /
(S,R,I) E B.

AufBlerdem gilt: wenn fiir einen Kripke Rahmen (.S, R) fiir alle Interpretatio-
nen [ gilt (S,R,I) = A, dann gilt (S, R) € R. Dann gilt diese Eigenschaft
aber auch fiir B anstelle von A. Denn aus der Voraussetzung (S, R,I) = B
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fiir alle I folgt, wie eben mit denselben Argumenten wie oben, dass auch fiir

alle I gilt (S, R,I) = A.

Zusammengenommen sehen wir, daf§ auch B die Klasse R charakterisiert.

Aufgabe 7.5.6

1. Die zu OA — A negationsduale Formel ist
A— OA.

2. Die zu OA — OOA negationsduale Formel ist
OCOA — CA.

3. Die zu A — OCA negationsduale Formel ist
COA — A.

4. Die zu ©A — OA negationsduale Formel ist
OA — OA. (Selbstdualitét)

Aufgabe 7.5.7 Es sind zwei Richtungen zu beweisen.

Teil 1 Sei K = (S, R, I) eine Kripke-Struktur mit Euklidischem Rahmen.
Sei s € S mit s = Op. Es gibt als s; € S mit s = p. Wir wollen s = OOp
zeigen. Fiir jede Welt sy mit R(s, s) miissen wir also sy = Op zeigen. Da
(S, R) Euklidisch ist gilt R(s9,s1) und sy = Op ist gezeigt.

Teil 2 Angenommen der Rahmen (S, R) ist nicht Euklidisch. Dann gibt es
Welten s, s1, 59 € S mit R(s, s1), R(s,s2) und =R(s2, s1). Wir definieren eine
Interpretationsfunktion I durch:

| W falls = R(s9,1)
I(pt) = { F falls sonst

Wegen —R(sg,s1) gilt also s; = p und damit s = Op. Aus der Definition
von [ folgt auBlerdem sy = —~COp und daher auch s = =O0Op. Somit gilt nicht
s = Op — OOp.

Aufgabe 7.5.8 Wir zeigen, dafi GOp — <p die Klasse der schwachkonflu-
enten Rahmen charakterisiert.

Teil 1 Sei K = (S, R, 1) eine Kripke-Struktur mit schwach konfluentem
Rahmen. Fiir s € S haben wir s = $Op — Op zu zeigen. Nehmen wir also
die rechte Seite der Implikation an, s = <Op, und versuchen s | <p zu

403



zeigen. Aus s = OOp folgt die Existenz einer Welt s; € S mit R(s, s;) und
s1 = Op. Wegen der schwachen Konfluenzeigenschaft existiert eine Welt s,
mit R(s,ss) und R(sq,s2). Aus s; | Op folgt also auch sy = p. Da auch
R(s, s9) gilt haben wir s = Op gezeigt, wie gewiinscht.

Teil 2 Angenommen der Rahmen (S, R) ist nicht schwach konfluent. Dann
gibt es s1,89 € S mit R(sy,$2), so daB fiir alle t € S gilt ~R(s1,t) oder
—R(s9,t). Wir definieren eine Interpretationsfunktion I durch:

| W falls R(so,1)
I(p:t) = { F  sonst

Nach Definition von I gilt in der Kripke Struktur £ = (S, R, ) auf jeden
Fall s = Op und auch s; = ©Op. Wire auch s; | <Op wahr, so wiirde
es ein t € S geben mit R(s;,t) und ¢ = p. Was nach Definition von [ zu
R(ss,t) fithrt. Ein solches ¢ sollte es aber nach Annahme nicht geben. Der
Widerspruchsbeweis ist damit erfolgreich abgeschlossen.

Losungen zu Abschnitt 8.1 LTL

Aufgabe 8.1.1

1. AU+ B= X (AU B)

2. AUB=BV(AN(AUT B))
XA=0UT A

Aufgabe 8.1.2 Ay, =pA-X pAO(p < XX p)
Aufgabe 8.1.3

1. «(BUC(C)«+ -C U, (-C AN—-B)
Beweis:
Wir zeigen zunéchst die Implikation —.
¢ = (B U C) kann aus zwei Griinden wahr sein
1.Fall:  Fiir alle n gilt &, = —C.
Dann gilt aber offensichtlich auch ¢  -C U,, (=C A =B). Es wiirde
sogar £ = —C U, F fiir jedes beliebige F' gelten
2.Fall:  Fiir jedes n mit &, = C gibt esein k, 0 < k < n mit & = —B.
Wir wihlen das kleinste n, so dal £, = C gilt. Auch dazu gibt es
ein k, 0 < k < n mit § E —B. Wegen der Minimalitdt von n gilt
& E (C A =B) und fiir alle m, 0 < m < k auch &, E —C. Also
¢ = -C U, (-C A-B)

404



Kommen wir zum Beweis der umgekehrten Implikation.

¢ = -C U, (-C A =B) kann aus zwei Griinden wahr sein.

L.Fall:  Fir alle n gilt &, = (-C A B)

Dann gilt £ = —=(B U C). Es wiirde sogar £ = —(F U C) fir jedes F
folgen.

2.Fall:  Esgibt n mit &, = (-CA-B)und fiiralle0 < k <n & | -C.
Betrachten wir ein m mit &, = C. Dann mufl n < m gelten. Weil fiir
k < m &, = —B gilt haben wir insgesamt £ = —(B U C).

2. «(BU, C)«+ -CU(=-CA-B)
Beweis fiir die Implikation —:
Wenn ¢ = —=(B U, C) gilt und fiir alle n gilt &, = -C , dann folgt
fiir mindestens ein m auch &, = —=B. Wenn aber fiir ein n gilt ¢, = C,
dann gibt es wegen ¢ = —(B U, C) ein m mit 0 < m < n mit
¢m = 2 B. Auf jeden Fall gibt es also ein m mit &, = - B. Wir wéhlen
das kleinste m mit dieser Eigenschaft, d.h. fiir alle &, 0 < k < m gilt
&k = B. Angenommen es gibe ein j mit 0 < 7 < m mit §; = C. Wegen
£ = ~(B U, C) gibt es ein jy, 0 < jo < j < m mit §;, = —B. Das
ist ein Widerspruch zur Wahl von m. Somit gilt fir alle k, 0 < k < m
&k = —C. Das beweist £ =-C U (-C' A —=B).
Beweis fiir die Implikation <:
Es gibt also ein n mit &, = =B A =~C und fiir alle m, 0 < m < n
gilt &, = —C. Eine Moglichkeit, dafl £ = B U, C' wahr ist, wére der
Fall, daf fiir alle n’ gilt &,, = —~C A B. Das kann wegen &, = —B nicht
sein. Die zweite Moglichkeit, da§ ¢ = B U, C wahr ist, liegt in der
Existenz eines n' mit &, = C und fiir alle m/, 0 < m/ < n’ gilt &, = B.
Nach Wahl von n mufl n < n’ gelten. Dann verletzt aber m’ = n die
Forderung &, = B. Insgesamt haben wir also =(B U,, C) gezeigt.

3. BUC«+ CV(BAX (BUQ(Q))

Beweis:

¢ = B U C gilt genau dann, wenn es ein n gibt mit &, = C und fiir
alle m, 0 < m < n gilt &, = B. Wir unterscheiden die Fille 0 = n und
0 < n. Im ersten Fall ist die zweite Bedingung trivialerweise erfiillt und
es bleibt nur ¢ = C. Im zweiten Fall muf} auf jeden Fall £ = B gelten.
Der Rest ist dquivalent zu & = B U C, was gleichbedeutend ist mit
EEX (BUOQO).

4. OB+ (BV X ©B)
Beweis: mufl noch ergénzt werden

5. OB < (BA X OB)
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Beweis: muf8 noch ergédnzt werden

Aufgabe 8.1.4 Es geniigt offensichtlich fiir jede omega-Struktur £ zu zeigen,
daf3

EEA gdw sf(6) A

gilt. Sei dazu an : N — 2% die Hilfsfunktion aus der Definition von sf(&).
Wir zeigen allgemeiner, daf§ fiir jede LTL-Formel A ohne X | alle n und alle
k € an(n) gilt

sf@nEA gdw &EA
Die Behauptung folgt dann durch die Spezialisierung n = k = 0 wegen
0 € an(0), & =& und sf(&)o = sf(&).

Der Beweis erfolgt durch Induktion {iber den Aufbau der Formel C. Ist C' = p
ein aussagenlogisches Atom, dann folgt die Behauptung aus sf(£)(n) = £(k)

fiir alle & € an(n). Die aussagenlogischen Félle sind trivial. Es bleibt der Fall
C = A U B zu betrachten. Wir fixieren n und k € an(n).

1.Teil sf(é)EA=¢EAUB

Es gibt also ein ¢t > n mit sf(§); F B und fiir alle ¢/ mit n < ¢/ < ¢ gilt
sf(&v E A

Fall 1 n = t: Per Induktionsvoraussetzung folgt & = B und damit auch
schon {, = AU B.

Fall 2 n <t und an(n) # an(t): Sei m das kleinste Element aus an(t).
Wegen n < t gilt jetzt & < m. Nach Induktionsvoraussetzung gilt weiter
¢m E B. Fiir jedes m/ mit £k < m/ < m gibt eseint/, n <t <t mit m' €
an(t’). Wieder folgt mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung aus sf(§)y = A
auch &, E A. Insgesamt haben wir jetzt & = A U B gezeigt.

Fall 3 n <t und an(n) = an(t): In diesem Fall gilt k£ € an(t) und somit

folgt, wieder nach Induktionsvoraussetzung, aus sf(§); = B auch & = B
und daher unmittelbar § = A U B.

2.Teil & EAUB=sf(),E=C
Es gibt also ein m, k& < m mit &, = B und fir alle m’, £k < m/ < m gilt

Env ): A.
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Fall 1 m € an(n): Dann gilt nach Induktionsvoraussetzung auch sf(¢), =
B und damit sofort sf(§), = A U B.

Fall 1 m ¢ an(n): Dann gibt es t, n < t mit m € an(t) was nach IV wieder
sf(&): | B liefert. Fiir ¢ mit n < ¢ <t gibt es wenigstens ein m’ € an(t')
mit £ < m’ < m. Nach IV folgt aus &, = A auch sf({)y = A. Ingesamt
ergibt sich wieder sf(¢), = A U B.

Aufgabe 8.1.5 muB noch erganzt werden
Aufgabe 8.1.6 Sei £ eine omega-Struktur, n € N. A, B seien LT L Formeln.

&n)EDp gdw pe&(n) (pein AL Atom)

(&,n) = op(A, B) fiir aussagenlogische Kombinationen op(A, B)
von A und B wie {iblich

(&,n) E DA gdw fiir alle m € N mit m > n gilt ({,m) = A

(&,n) E CA gdw es gibt ein m € Nmit m > n und ((,m) EF A

&n)=AUB gdw esgibt m € Nmit m >n und (£, m)
fir alle k mit n <k <m gilt (£, k) =

En)EXA gdw (E,n+1)EFA

= B und
A

Aufgabe 8.1.7 F =0(p — Or A (—r U q))
Aufgabe 8.1.8 F=0O(p — (—-rA—q) U (rA—qAX (-rA—q) U q)
Aufgabe 8.1.9

1. Zum Beweis der Richtung von links nach rechts nehmen wir fiir eine
beliebige omega-Struktur ¢ an, daf§ ¢ = (A V B) U C gilt. Nach
Definition der Semantik des U -Operators gibt es einn € Nmit §, = C
und fiir alle m, 0 < m < n gilt &, = (A 'V B). Daraus folgt wegen der
Semantik des 'V -Operators insbesondere fiir alle m, 0 < m < n gilt
¢m E B. Falls n = 0 gilt dann haben wir £ = C. Von jetzt an setzen
wir n < 0 voraus und unterscheiden drei Fille:

& E B und &, 1 F A In diesem Fall gilt wie man leicht nachpriift
EEBU(AANXCAB)

(= Bund &, = —A In diesem Fall gilt £ = B U (CA(AV B)).
Als einzig nicht-triviale Teilbehauptung bleibt &, = A V B zu
zeigen. Da &, = B in diesem Fall gilt, miissen wir nur noch zeigen,
dafl aus & = —B fir n < k die Existenz von r mit n < r < k folgt
mit &. = A. Da wir §,_1 F A V B wissen, gibt es auf jedenfalls
ein r mit n — 1 <r < k mit & | A. Aus der Fallannahme folgt
aber, dafl r # (n — 1) ist, und wir sind fertig.
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¢nE-B Dag, 1 E AV B gil folgt {,_1 F A und damit gilt £ =
BU (AABAXC).

Wenden wir uns jetzt der umgekehrten Implikation zu. Gilt £ = C dann
gilt offensichtlich auch ¢ = (A V B) U C Es bleiben die folgenden

beiden Behauptungen zu zeigen:

(BU(CANAVB)—-AVBUC

Aus £ = B U (C A (AV B)) folgt die Existenz einer Zahl n € N mit
&n E (CA(AV B)) und fir alle 0 < m < n gilt &, | B. Daraus
folgt, auch fiir den Falln =0, { = B. Um ¢ = (AV B) U C zu zeigen
brauchen wir noch fiir alle 0 < m < n &, E AV B. Sei dazu fiir ein k
mit m < k & | —B. Aus dem bisher Gesagten folgt n < k. Weil aber
& E AV B gilt, muss es ein r geben mit n < r < k mit & = A. Weil
auch m < r < k gilt haben wir damit &,, = AV B.

(BUAANBAXC)—(AV B)UC

Aus £ = B U (AN BAXC) folgt die Existenz einer Zahl n € N
mit £, = AN BA XC und fir alle 0 < m < n gilt ¢, F B. Umn
¢ = (AV B) U C zu beweisen, brauchen wir eine Zahl n’ mit &,/ = C
und fiir alle 0 < m < n' &, = AV B. In dem Beweis im vorangegangen
Abschnitt hatten wir dasselbe Problem, dort aber sillschweigend n’ = n
gesetzt. Hier setzen wir n’ = n+1. Damit haben wir schon einmal sicher
& = C. Wir fixieren ein m mit 0 < m < n und miissen §,, = AV B
zeigen. Auf jeden Fall haben wir schon einmal &, = B. Angenommen
es gibt kK mit m < k mit { | —B. Wir miissen ein r finden mit
m < r < kund & | A. Nach den bisher akkumulierten Annahmen
muB n < k gelten. Wegen ¢,, = A und m < n kénnen wir r = n wihlen.
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2. ¢E(0A) U B gdw

es gibt n > 0 mit &, = B und fiir alle 4,0 <i <n gilt § = OA
gdw

¢ = B oder es gibt n > 0 mit &, = B und
fiir alle 4,0 < i < n gilt § = OA
gdw

¢ | B oder es gibt n > 0 mit &, = B und & = OA
gdw

£ = Boder £ =<OB und ¢ = 0OA
gdw

=BV (COBADOA)

3. Fiir die Implikation [hs — rhs von rechts nach links nehmen wir

¢ = (CVvOA) U B an. Es gibt also ein n mit §, = B und fiir alle
m, 0 < m < ngit &, = (CVvDOA). Gilt n = 0 dann £ = B und
damit £ = rhs. Sei von jetzt an n < 0. Falls fiir alle m, 0 < m < n gilt
¢m E C,dann ¢ = C U B und damit wieder £ = rhs. Es bleibt der Fall
zu betrachten, in dem ein m existiert mit 0 < m < nund &, = ~C. Wir
betrachten das kleinste m mit dieser Eigenschaft, d.h. fiir k&, 0 < k <m
gilt & = C. Es muf} nach den bisherigen Festlegungen ¢, = OA gelten.
Es gilt ebenfalls &, = ¢B. Also insgesamt ¢ = (C U (DAA<$B)) und
damit £ = Ths.
Kommen wir zum Beweis der umgekehrten Implikation und betrachten
eine omega-Struktur mit £ = rhs. Aus £ = B oder £ = C U B folgt
unmittelbar £ = (C'V OA) U B. Bleibt also £ = C U (DAA$B) zu
untersuchen. Es gibt also ein k& mit & = OA A $B und fiir alle m,
0<m < kgilt &, E C. Wegen & = OB gibt es ein n, £ < n mit
& E B Firallem, 0 <m < ngilt§, F (CVOA), den fiir 0 <m < k
gilt &, | C und aus & = OA folgt fiir alle & < m auch &, = OA.
Somit & [= lhs.

Aufgabe 8.1.10 Wir konzentrieren uns als erstes auf die Implikation von
links nach rechts.

Falls ¢ = AV B folgt zunéchst £ = B. Wir unterscheiden den Fall £ = OB,
womit linke Seite impliziert rechte Seite gilt und den Fall, daf} es ein n gilt mit
&, = —B. Sei ng, das kleinste n mit dieser Eigenschaft. Wegen £ = AV B,
gibt es ein m, 0 < m < ng mit &,, = A. Wegen der Wahl von ng folgt daraus
¢EEBU(AANB)

Nun zur Implikation von rechts nach links.

Gilt ¢ |= OB, dann offensichtlich auch £ = AV B. Gilt B U (A A B) dann
auch ¢ = B und es gibt ng mit §,, = A A B und fiir alle m, 0 < m < ng
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auch &, F B. Um £ = AV B zu zeigen, nehmen wir an, daf fiir ein n gilt
¢, = —B. Nach Wahl von ng gilt jedenfalls ng < n. Somit gibt es ein k& mit
0 <k <nund & E A ndmlich k = ny.

Aufgabe 8.1.11

Implikation —

Aus £ = (AU B) U C folgt die Existenz einer Zahl d mit &; = C und fiir
alle k, 0 < k < d, gilt & = A U B. Fall d = 0 dann gilt £ = C und die rechte
Seite der Implikation ist wahr fiir £. Im folgenden koénnen wir also 0 < d
annehmen. Wir stellen zunéchst fest, daf§ fiir alle k, 0 <k <d & = (AV B)
gilt. Wir treffen die folgende Fallunterscheidung

a1 FB

Daraus folgt £ = (AV B) U (BA X C) und die rechte Seite der Implikation
ist wahr fiir £.

€1 B

Wie oben festgestellt gilt ;1 = A U B. Es gibt also ein n mit d — 1 < n
mit &, = B und fur alle k, d—1 < k < n gilt & = A. Nach der Fallannahme
muf} sogar d < n gelten. Das zeigt £, = C A (A U B) und die rechte Seite
der Implikation ist wahr fiir £.

Implikation <—

Ist die rechte Seite der behaupteten Aquivalenz wahr in ¢ und gilt € = C,
dann ist natiirlich auch die linke Seite wahr. Anderenfall gilt £ = (A V
B)U ((BAX C)V(CA(AU B))). Es gibt also ein d mit §; = (BAX C)V
(CAN(AU B)) und fiir alle k, 0 < k < d gilt £ = AV B. Das fiihrt zu der
offensichtlichen Fallunterscheidung

taEBAXC

Hier gilt {4.1 = C und fir alle k, 0 < k < d & = AV B. Daraus folgt fiir
alle k, 0 <k <d & E AU B und wir sind fertig.

taE=CA(AUB)

Falls fiir alle k, 0 < k < d & | B gilt dann gilt fiir alle diese k trivialer-
weise & = A U B. Anderenfalls sei kg der grofite Index mit kg < d — 1 und
&k, = B. Fir alle k mit 0 < k < ko gilt dann & = A U B. Nach Wahl von
ko gilt fiir alle k mit ky < k < d & = A. Zusammen mit {; = A U B folgt
daraus fiir alle k£ mit ky < k < d & = A U B. Zusammengenommen haben
wir gezeigt £ = (AU B) U C.

Losungen zu Abschnitt 9.1 PL2

Aufgabe 9.1.2
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Losungen zu Abschnitt 10.1 Endliche Automaten

Aufgabe 10.1.1 muB noch erganzt werden

Aufgabe 10.1.2 Sei A = (Q,V, qo, 4, Fa) ein endlicher Automat mit spon-
tanen Ubergingen.

Wir definieren den endlichen Automaten B = (Q,V, g, 0p, Fip) mit

0p(s,a) = da(s,a) UlU,egp, 0a(s's a)
Fp Fy falls Fane —cl(q) =
Fp = FaU{q} falls Fa Ne — cl((qo)

0
0
wobei Sp, = ¢ — cl({s}).

Wir wollen L(A) = L(B) zeigen.

Fiir das leere Wort gilt ¢ € L(A) genau dann wenn ¢ —cl(qy) N F # (). Das ist
genau dann der Fall wenn ¢q € Fg. Was wiederum dquivalent ist zu ¢ € L(B).

Es bleibt fiir jedes nichtleere Wort w € V* zu zeigen, dal § (s, w) = (s, w)
gilt. muf3 noch ergédnzt werden

Weiterhin mufl gezeigt werden, daf fiir jedes nichtleere Wort w gilt d 4 (s, w) N
Fa # 0 genau dann, wenn 05(s,w) N Fp # (). muB noch ergénzt werden

Losungen zu Abschnitt 10.2 Biichi Automaten
Aufgabe 10.2.1 mu8 noch erganzt werden

Aufgabe 10.2.2 muB noch erginzt werden
Aufgabe 10.2.3 Fiir den nicht-deterministische Automat Ny, galt L¥ (N, z,) =

IR

a

==0
)

Abbildung 12.1: Deterministischer Automat zu Az,

{a,b}*a”. Fiir den deterministische Automat Npetafin, siche Abbildung 12.1,
besteht LY (N petofin) aus alle Wortern w € {a,b}* in denen sowohl a als auch
b unendlich oft vorkommen.

Aufgabe 10.2.4 Wir zeigen zuerst K¢ C L¥(B) und danach L¥(B) C K“.
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Sei w € K¥, also w = wy ... w;... mit w; € K. Fiir jedes ¢ gibt es also eine
Berechungsfolge s; des Automaten A fiir w;, die mit s beginnt und in einem
Zustand qu € F, endet. Da in B jeder Ubergang aus A weiterhin moglich
ist, sind alle s; auch Berechnungsfolgen in B. Sei ¢! der Zustand in s; der
nach Einlesen des ersten Buchstabens a; von w; angenommen wird. Nach
Definition von B ist ein direkter Ubergang von qif nach ¢! moglich (priziser:
q €0 (qu ,a})). Die Berechnungsfolgen s; lassen sich also zu einer unendlichen
Berechungsfolge fiir B zusammensetzen, in der unendliche viele Endzusténde
(die ¢/) vorkommen, d.h. w € L*(B).

Fiir die umgekehrte Richtung fixieren wir ein w € L¥(B). Es gibt also eine
Berechungsfolge mit unendlich vielen Endzustdnden ¢;...¢q;.... Mit w; be-
zeichnen wir das Wort, das beginnend mit dem Nachfolgezustand ¢ ; von
qi—1 bis zu ¢; eingelesen wird. Das Wort w; soll natiirlich mit dem ersten
Buchstaben von w beginnen. Offensichtlich gilt w = wy ... w;.... Es bleibt
jetzt nur noch die Frage zu beantworten, ob alle w; in K liegen. Nach der
Voraussetzung iiber den Automaten A ist der einzige Nachfolgezustands ei-
nes Enzustandes in B der Anfangszustand. Es muf} also fiir alle i gelten
¢ = s8 = s Damit ist w; € L(A) = K.

Aufgabe 10.2.5 Wir betrachten den folgenden Automaten, der die Voraus-
setzungen aus der Ubungsaufgabe 10.2.4 verletzt.

¢ ’ {a,b}

Die Konstruktionsvorschrift aus Ubungsaufgabe 10.2.4 liefert in diesem Fall
A = B. Aber es gilt ab” € L*(A) und ab” # K*.

Aufgabe 10.2.6 Der Automat A, 4 akzeptiert die Menge K1 = L(Acpaes) =

Abbildung 12.2: Der Automat Ae,gep

{w € V* | w endet auf b} Genau so kann man einen Automaten A.,geq, kon-
struieren mit Ky = L(Aengea) = {w € V* | w endet auf a}. Offensichtlich
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gilt K1 NKy = 0. Aber eiIL w € V¥, in dem sowohl a als auch b unendlich oft
vorkommt, liegt in K7 N Ks.

Aufgabe 10.2.7 Der Automat A, 4. aus Abbildung 12.2 leistet das Gewiinschte.
Angenommen, das Komplement der von A4 akzeptierten omega-Worter
konnte durch einen deterministischen Biichi Automaten akzeptiert werden.
Nach Korollar 10.22 heifit das, da eine Menge K C V* endlicher Worter
existiert mit K = V¥ \ L¥(Agpaes) oder genaner K = {w € V¥ | wenthélt
nur endlich viele b}. Wir zeigen, dafl so etwas nicht moglich ist. Da ba” €
V@ \ L¥(Acnaen) liegt gibt es nach Definition von K ein k; mit ba® € K. das
omega-Wort ba*1ba® liegt wieder in V¢ \ L*(Acnger) und nach Definition von
K gibt es ko mit ba*ba** € K. So fortfahrend finden wir fiir jedes i € N
Zahlen k; mit w; = ba**ba*? ... ba*? € K. Dann liegt aber auch der Limes w
aller w; in K. Das ist aber ein Widerspruch, da w unendlich viele b enthélt.

Aufgabe 10.2.8 Sei A ein endlicher Automat, der spontane Ubergiinge ent-
halten kann. Man iiberzeuge sich zunéchst davon, dafl die Aussage des Zer-
legungssatzes 10.25 richtig ist, unabhiingig davon, ob spontane Uberginge
vorkommen oder nicht. Wir wissen damit

L¥(A) = O J; K
i=1

fiir reguldre Mengen J;, K; endlicher Worter. Aus der Theorie endlicher Au-
tomaten fiir endliche Worter wissen wir, dafl es Automaten A;, B; ohne spon-
tane Ubergénge gibt mit J; = L(A;) und K; = L(B;). Nach Satz 10.24 wissen
wir, daB es einen Biichi Automaten C gibt mit L* = |J_, J; K. Wir miissen
uns nur noch davon iiberzeugen, dafl in den im Beweis von Satz 10.24 benut-
zen Automatenkonstruktionen keine spontanen Uberginge benutzt wurden.
Es zeigt sich, dafl das tatsdchlich der Fall ist.

Aufgabe 10.2.9 Sei A = (S4,V,s4,04, F) ein Biichi Automat. Wir be-
trachten den Miiller Automaten M = (S4,V, s, 04, F), der alle Bestim-
mungsstiicke von A iibernimmt bis auf die Menge der Endzustidnde. Diese
soll durch F = {Q C Sa | QN F # (0} festgelegt werden.

Man sieht leicht da§ L“(A) = LY (M) gilt.

Aufgabe 10.2.10 Sei M = (S,V, so, 9, F), dann ist M, = (S, V, sq, 5, Fe),
wobei F, ={F CS|F #0und F ¢ F}.

Aufgabe 10.2.11 Gilt w € L¥(A) dann gibt es nach Definition 10.19 eine
Berechnungsfolge s, ..., S,, ... fiir w, in der fiir unendlich viele n gilt s,, € F.
Die Definition einer Berechnungsfolge stellt sicher, dafl sie mit dem Startzu-
stand anfiangt und fur alle n gilt s,,41 € d(s,, w(n)). Daraus folgt unmittelbar
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5, € Qp(w) fiir alle n und damit w € L¥(A).

Gelte jetzt umgekehrt w € L (A). Wir wihlen fiir jedes n einen beliebigen
Zustand s, € Q,(w). Wenn @, (w)NF # () dann wihlen wir s, € Q,(w)NF.
Man beachte auflerdem, dafl @,,(w) nie die leere Menge sein kann. Denn ist
Qm(w) leer, dann sind auch alle @, (w) fiir m’ > m leer und die Bedingung
Qs (w) N F # O nicht mehr fiir unendliche viele m/ erfiillt. Nach Definition
der @, (w) ist s, ..., Sy, ... eine Berechnungsfolge fiir w mit unedlich vielen
Endzusténden, also w € L*.

Aufgabe 10.2.12 Der Automat B,sy:

Aufgabe 10.2.13 Man macht sich zunéchst klar, dafl genau die Worter
w € V¢ akzeptiert werden sollen, in denen entweder nur endliche viele a
vorkommen oder in denen sowohl a als auch b unendlich oft vorkommen. Das
fiihrt zu Buoo—>poo:

414



Aufgabe 10.2.14 Man macht sich zundchst klar, dafl By fq; genau die
Worter w akzeptieren soll, in denen (1) nach jedem Vorkommen von z oder
z einer der Buchstaben y oder z vorkommt oder (2) die Menge {k | w(k) €
{y, z}} unendlich ist.

VA {z, 2} 1%

{z, 2} {y,2} Vi | {y 2}

v @

Aufgabe 10.2.15
F = 3X(
[ (X(0) A Pu(0) A Py(s(0)) A =X (s(0)) A X (s%(0)))
V
(X(0) A Py(0) A Py(s(0)) A =X (5(0)) A =X (s%(x)) A Pe(s%(0)) A X (s%(2)))]

(X(z) =
a(2) A Py(s(z)) A =X (s(z)) A X(s%(x)))

<5 =

</‘\

Py(x) A Py(s(x)) A X (s(x)) A Pe(s*(2)) A =X (s%()) A X (s°(2))))

~— —~

Aufgabe 10.2.16

LBy = Va(Pu(x) — (By(s(x)) V Fy(s(s(x))) V Bo(s(s(s(2))))))
2. Fy =Vrdy(r <y A Fuly)) = Vedy(z <y A Py(y))

3. Fy=qaVy(x <y — P,V P,) »Vaedy(x <y P,V P,)

Aufgabe 10.2.17
Nach Satz 10.25 gilt

k
L*(B) = J JiKk?
i=1
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fiir reguldre Mengen J;, K; C V*. Es gibt, wie aus der Theorie der end-
lichen Automaten bekannt ist, reguldre Ausdriicke t;,s; mit V(¢;) = J;,
V(s;) = Kj, siehe z.B. 10.16. Somit leistet t = ¥ ;5% das gewiinschte.
Aufgabe 10.2.17

Teil 1 ist einfach. Teil 2 folgt direkt aus 1.

Teil 3: Man sieht leicht, dafl in fin(t) der “ Operator nicht vorkommt, also
fin(t) ein (normaler) regulirer Ausdruck ist.

Teil 4 148t sich durch strukturelle Induktion iiber ¢ beweisen. Dazu braucht
man Teil 3 dieser Aufgabe und die Abschlufleigenschaften von Biichi Auto-
maten.

Losungen zu Abschnitt 11.2 Biichi Automaten und LTL

Aufgabe 11.2.1 Das Vokabular Voc des Automaten Ay besteht aus allen
Teilmengen der aussagenlogischen Atome {p, ¢}, also Voc = {{},{p},{¢}, {p. ¢} }.
Der gesuchte Automat ist:

{4}
\@ w0 Do

Aufgabe 11.2.2 Das Vokabular V fiir Byy ist wie immer V = 2*. Wir
definieren die Teilmengen von V:

P = {acV|pea}
Q = {aeV]qgea}
R = {aeV|rea}
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Aufgabe 11.2.3

N N

- —

Aufgabe 11.2.4

zu 1 Wir betrachten die Automaten A; und Ay aus Abbildung 12.3
(a) Ay (b) Az

Abbildung 12.3: Automaten fiir Gegenbeispiel

iiber dem Kantenalphabet V' = {a}. Es gilt offensichtlich L“(A;) = L¥(A) =
{a“}. In dem Produktautomaten A; x A, ist keine Endzustand vom Anfangs-
zustand aus erreichbar, also L¥(A; x Ap) = 0.

zu 2 Ist ((s14, S2:))i>0 eine akzeptierende Berechnungsfolge fir A; x A,,
dann gibt es einen Endzustand t; = (t17,t2r) dieses Automaten, so daf
tr = (514, S2;) fiir unendlich viele ¢ gilt. Da nach Definition der Endzusténde
in Produktautomaten ¢;; und ¢5; Endzustdnde von A; beziehungsweise A
sein missen, sind (sy;);>0 und (S2;)i>0 akzeptierende Berechnungsfolgen von
A beziehungsweise A,.

zu 3 Wir benutzen die Notation aus Teil 2. Wenn (sy;);>0 und (S2;)i>0
akzeptierende Berechnungsfolgen fiir A; beziehungsweise A, sind, dann gibt
es einen Endzustand tof, so daB die Menge Inf = {i | sy = toy} unend-
lich ist. Nach den Voraussetzungen fiir diese Aufgabe ist fiir jedes i € Inf
(514, 52i) = (514, t2y ein Endzustand des Produktautomaten und somit die Fol-
ge ((S1i, 82:))i>0 eine akzeptierende Berechungsfolge des Produktautomaten.
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Losungen zu Abschnitt 11.4 Modelpriifung

Aufgabe

Losungen zu Abschnitt 11.5 Bounded Model Checking

Aufgabe 11.5.1

[OC—p]} = [O-pli A[O—p]F
[O=pli = [-pliVI[-pl
= —p'V —p?
[O=p] = [plfVI[»h
= —p?Vv !
[OC—ply = [O-pl3 A[O—pl;
[O—pl5 = [p)3
= —|p2
[O=ply = [-plaV[-pl3
= —p'V —p?

Insgesamt also [OC—pl] <> —p' V —p? and [OOC—p]i <> —p®. Die restlichen
Formeln kéonnen wir unverdndert aus dem Beispiel in der Konstruktion zu
Lemma 11.23 {ibernehmen.
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Das 143t sich weiter dquivalent umformen zu

=NV (A NS NPV (A E AP

Jetzt kann man sehen. dafl diese Formel nicht erfiillbar ist. Das stimmt auch
tiberein mit der automatentheoretischen Semantik, denn der Automat Ag,
akzeptiert keine Berechungsfolge, die OO—p erfiillt.
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AqFor, 55 HOy, 64

=, 112 Hy, 177

4, 20 RO, 73

3, 112 S0, 94

0, 14 T, 165

v, 112 TO, 85

A-Kalkiil, S-Reduktion, 227 D, 133

A, 14 |, 20

>, 14 (, 14

-, 14 ), 14

Vv, 14 Aquivalenz

=, 23, 59, 62 logische, 23
Es, 23 ALC, 212

—, 14 Ausdriicke, 212
4,228 SHOIQ, 214

1, 14 Ausdriicke, 214
-, 177 1-Resolution, 99
Fr, 165 3-Bit-Ring-Zahler, 206
Fr 0, 85 3-KNF, 52
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verallgemeinerter Quantor, 240

Abkommlinge, 82
Abkiirzungen, 16
ableitbar aus M in Kal, 61
Ableitbarkeit, 59
Ableitbarkeit in S0, 95
Ableitung aus M in Kal, 61
Ableitung in T, 166
Ableitungsmechanismus, 64
Abschlufiregel, 165
Abschwéchung, 21
Absorption, 22
AL, 8
Algebra, Lineare, 196
Allabschluf3, 116
allgemeingiiltig, 20, 139
Allquantor V, 112
Anti-Unifikation, 127
antisymmetrische Relation, 1
Aquivalenzformeln, 55
Aquivalenzrelation, 2
Assoziativitat, 22
asymmetrische Relation, 1
Atom, 15, 72, 113
Atom, aussagenlogisches, 113
Ausdruck

w-regulérer, 319

regulérer, 298
Aussage, atomare, 15
Aussagenlogik, 8

Semantik, 18

Syntax, 14

temporale, 266
Aussagevariable, 15
Auswertung einer Formel, 18

Auswertung von Termen und Formeln,

131
axiomatische Fundierung, 64
Axiome, 60, 64
Axiome, bereichsspezifische, 64

Axiome, nichtlogische, 64

Biichi Automaten, 304
erweiterte, 313
Basis, 19
bedingter Term, 147
Berechnungsfolge, 304
1-zyklische, 352
akzeptierende, 352
akzeptierte, 304
endliche, 352
zyklische, 352
bereinigte Formel, 149
Beschreibungslogik
Syntax, 212, 214
Beweisbaum, 63, 94, 190
geschlossener, 94, 190
beweisen, 59
Beweisfithrung, 60
Beweistheorie, 59
Beweistheorie (PL1), 161
Boole’sche Funktionen, 19
bounded model checking, 358
Box 0O, 72, 251

Conclusio, 60

Davis-Putnam-Verfahren, 99
De Morgan’sche Gesetze, 22
Deduktionstheorem der AL, 65
Diamond <, 251

Dirichletsches Schubfachprinzip, 78

Disjunktionen, 28

disjunktiver Normalform (DNF), 28

Distributivitat, 22
DL, 282

DNF, 28
Doppelnegation, 22

Endlichkeitssatz, 71, 195
Entscheidbarkeit
von K, 261
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erfiillbar, 20, 139 Homomorphismus, 6

Erfiillbarkeitsproblem, 52 Horn-Formel, 52
Ersetzungstheorem, 24, 141 Horn-Formel, definite, 58
Ex falso quodlibet, 21 Horn-Klausel, 52
Existenzabschluf}, 116 Horn-Klausel, definite, 58

Existenzquantor 4, 112

Existenzquantoren beseitigen, 152 Idempotenz, 21

Individuenvariable, 112

Fairnessforderungen, 173 Induktion, Noethersche, 224

Faktorisierungsregel, 185 inkonsistent

Filtration, 260 wechselseitig, 26

First—Order n—Damen Problem, 144 Instanz, 60

Folgerbarkeit, 139, 145 Interpolante, 25

Folgerbarkeit, semantische, 23 Interpretation, 129

folgern, 59 sortierte, 198

Formel, 114 Interpretation I iiber X, 18
negationsduale, 263 Interpretationsfunktion, 130

Formel, atomare, 113 irreduzibel, 222

funktionale Relation, 2 irreflexive Relation, 1

Funktionssymbole f € Fy, 113 isomorph, 42

FUNNEL, 206 Isomorphismus, 6

~v-Regel, modifiziert, 389 JML

gebundene Umbenennung, 142 assignable, 235

geordnete Resolution, 79

geschlossen, 116 Kénigs Lemma, 174

globales Modell, 144 Kalkiil, 59
Grundinstanz, 156 ak?trakter, 60
Grundliteral, 158 Hilbert~, AL, 64
Hilbert~, PL, 177
Hiille infinitarer, 288
transitive, 3 Resolutions~, AL, 74
transitive, reflexive, 3 Resolutions~, PL, 179
transitive, reflexive, symmetrische, Sequenzen~, AL, 94
3 Sequenzen~, PL, 188
Herbrand, Satz von, 155, 156 Tableau~, AL, 85
Herbrand-Algebra, 155 Tableau~, PL, 165
Herbrand-Interpretation, 155 kanonisch, 222
Hilbertkalkiil (AL), 64 Klammereinsparungsregeln, 16, 114
Hilbertkalkil (PL1), 177 Klausel, 28, 72, 178
Hintikka-Mengen, 171 isolierte, 51
Hoare-Kalkiil, 137 leere, 72
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Mengen von ~n, 72 Krom-Formel, 52

~normalform, 28 kurze konjunktive Normalform, 32
tautologische, 51 kurze konjunktive Normalform, 30
Klauselmenge
minimal unerfiillbare, 51 lefzre Kla}lsel O, '178
KNF, 28 Linear Time Logic, 267
Koinzidenzlemma, 133 Literal, 28, 72, 158, 178
Grund~, 158

kollisionsfreie Substitution, 117

Kommutativitit, 22 isoliertes, 51

Kompaktheit (PL1), 195 komplementéres, 51
Kompaktheit der Ableitbarkeit, 62 negatives, 158
Kompaktheit der DL, 286 POSltlveSv '158
Kompaktheit der PL2, 281 Log?k, dynamische, 282
Kompositionslemma, 61, 65 Logik, Hoare-, 285

konfluent, 222 Logiken, ordnungssortiert, 199
konfluent, lokal, 222 Logiken, stérkere, 278

logisch dquivalent, 23, 140

Kongruenzrelation, 6 5
logische Aquivalenz, 23

Konjunktionen, 28 i )
konjunktiver Normalform (KNF), 28 Logische Zeichen, 14

konkreteste Verallgemeinerung, 127 LTL, 267
Konstante, 113 Metaebene, 26
Konstante, logische, 15 Metasprache, 1
Konstantensymbol, 113 Methode

Kontraposition, 22

reine, 235
Korrekthe%t der DL, 287 mgu, 121
Korrektheit der PL2, 281 Modaloperator

Korrektheit von R, 180 temporaler, 267

Korrektheit von RO, 75 Modell, 18, 86, 138
Korrektheit von 5, 190 Modell von T iiber M, 168
Korrektheit von S0, 96 Modell-Lemma, 171
Korrektheit von T, 168, 170 Modellpriifung
Korrektheit von T0, 86 limitierte, 358

Korrektheit von H, 178
Korrektheit von Kal, 62
Korrektheitsaussagen, partiellen, 285 Nachbedingung, 233

most general unifier, 121

Kripke-Struktur, 251, 266 Nachfolger, unmittelbarer, 266
dichte, 256 negationsduale Formel, 263
endlose, 256 Negationsnormalform, 149, 329
partiell funktionale, 256 Nichtcharakterisierbarkeit von end-
reflexive, 256 lich“ in der PL1, 195
symmetrische, 256 Nichtdefinierbarkeit, 195
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noethersch, 222 verallgemeinerter, 240

Normalform, 222 Quasiordnung, 2
Normalform fiir s, 222 '
Normalformen, 28, 149 Reduktionssyste, 222

Reduktionssysteme, 222

Notation, uniforme, 81 _ _
reflexive Relation, 1

Notationsvarianten, 194

Nullsemantik, 175 Regel, n-stellige, 60
Regelsystem, 59
Objektebene, 26 regulérer Ausdruck, 298
Objektsprache, 1 reguléres Tableau, 90
w-reguldrer Ausdruck, 319 reine Methode, 235
omega-Struktur, 267 Relation
Operator, logischer, 15 Aquivalenz~, 2
Ordnung, 2 antisymmetrische, 1
lineare, 2 asymmetrische, 1
partielle, 2 irreflexive, 1
strikte, 2 reflexive, 1
totale, 2 symmetrische, 1
Ordnungsrelation, 2 transitive, 1
Otter, 185 Resolution, 72
‘ Resolution, bindre, 180
Paramodulation, 187 Resolutionskalkiil, 74
Pfad, 164 Resolutionskalkiil R, 179
Pfad, geschlossener, 164 Resolutionsregel, 179
pigeon hole principle, 78 Resolvente, 73, 179
PLI, 112 Resoultion
PL1, modale, 282 seordnete, 79
PL2, 278 _ Robbins Algebra, 208
Polynomreduktion, 226 run, 304

Pradikatenlogik, 109
Préadikatenlogik (erster Ordnung), 112 SAT, 21, 52
Pradikatenlogik zweiter Ordnung, 278 Schaltkreis, 206

Prafix, 16 Schaltkreisen, Beschreibung von, 104
Préamisse, 60 Schema, 60
Pranex-Normalform, 149 schlieflen, 59
Pradikatssymbole p € Ps, 113 Selbstbeweis, 22
Primimplikant, 29, 48 Selbstimplikation, 21
essentieller, 29 Semantik der Aussagenlogik, 18
Prioritétsregeln, 16 Semantik der DL, 284
Promela, 360 Semantik der PL1, 129
Semantik der PL2, 279
Quantor
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Semi-Thue-Systeme, 227
Sequenz, 93, 187
Sequenzen, Auswertung von, 93, 188
Sequenzenkalkiil, 94, 187
Beweisbaum, 94, 190
Sequenzenkalkiil S, 188
Sequenzenkalkiile, 93
Shannon Normalform, 35
Signatur, 14, 72, 113
Signatur X, sortierte, 197
Skolem-Normalform, 150, 153
Sonderzeichen der AL, 14
Sorten, 196
Sortensymbole, 197
Spektrum spec(A), 146
Sprache, 60
Stelligkeit, 113
Struktur, 129
strukturelle Induktion, 15, 114
subsect:PLResolution, 178
Substitution, 116
Grund-, 116
kollisionsfreie, 117
Komposition, 117
Variablenumbenennung, 118
Substitutionslemma fiir Formeln, 136
Substitutionslemma fiir Terme, 135
symmetrische Relation, 1
syntaktischer Formalismus, 60
Syntax der Aussagenlogik, 14
Syntax der DL, 283
Syntax der PL2, 278

Tableau, 163
analytisches, 88
aussagenlogisches, 83
erschopftes, 87
geschlossenes, 84, 165
reguléres, 90

Tableaukalkiil T, 162, 165

Tableaukalkiil (AL), 81

Tautologie, 20, 140
Teilformel, 16, 114
Teilformel, echte, 16
Teilterm, 114
Temporale Aussagenlogik, 266
Term, 113

bedingter, 147
Termy;, 113
Termersetzungssystem, 222
Termersetzungssysteme, 228, 229
Tertium non datur, 21
The Lion and the Unicorn, 106
transitive Hiille, 3
transitive Relation, 1

unerfiillbar

minimal, 51
Unifikation, 119
Unifikationsalgorithmus von Robinson,

122

Unifikator, 119

allgemeinster, 121
unifizierbar, 119
unifiziert, 119
Uniforme Notation, 162
unit resolution, 99
unmittelbarer Nachfolger, 266
Unterterm, 114

Variable, 115

Variable, aussagenlogische, 15
Variable, freie, 115

Variable, gebundene, 115
Variablenbelegung, 129, 131
Variablenumbenennung, 118
Variante, 179
Verallgemeinerung, konkreteste, 127
Vollsténdigkeit der DL, 287
Vollstéandigkeit der PL2, 281
Vollstéandigkeit von HO, 70
Vollstéandigkeit von RO, 75
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Vollstandigkeit von S, 192
Vollstandigkeit von S0, 96
Vollstéandigkeit von T, 173
Vollstéandigkeit von TO, 88
Vollstéandigkeit von H, 178
Vollstandigkeit von Kal, 62
Vollstandigkeit von R, 180
Vorbedingung, 233
Vorzeichenformel, 81

Wahrheitstafel, 19
Wahrheitswerte, 18

wechselseitig inkonsistent, 26
Widerlegungskalkiil, 72, 81, 183
Wirkungsbereich eines Prafix, 115
Wissensreprésentation, 105
wohlfundiert, 222

Zeichen
logische, 14
Zeitstruktur, 266
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