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Aufgabe 1

Formale Systeme, WS 2013/2014

Losungen zu Ubungsblatt 2

Dieses Ubungsblatt wurde in der Ubung am 15.11.2013 besprochen.

Gegeben sei die Formel

A=(PA-QAR)V(~PAQAR)V(PAQAR)V(PA-QA-R)V(~PAQA-R) .

Zeigen Sie, dass die Normalformen

Al
A//

= (PA-Q)V(~PAQ)V (P AR)
= (PA=Q)V(=PAQ)V(QAR)

dquivalent zu A sind.

Lésung zu Aufgabe 1

Exemplarisch fiir A’; A” analog.

A

IS

(PA=-QAR)V (-PAQAR)V(PAQAR)V(PA=QA-R)V(=PAQA-R)
(PA=QAR)V(~PAQAR)V(PAQAR)V(PA-QA-R)V(=PAQA-R)V (PA-QAR)
(PA-Q)V (=P AQ)V (PAR)

Es wird die Kommutativitat und Assoziativitdt gebraucht, um die Teilformeln umzustellen oder um-
zugruppieren.
Zu 1: Die erste Teilformel kann wegen der Idempotenz von V dupliziert werden und wird am Ende

hinzugefiigt.

Zu 2: Jeweils zwei Teilformeln lassen sich dann wegen Distributivitit (a), Tertium-non-datur (b) und
der Eigenschaft von 1 als neutralem Element bezgl. A (c) reduzieren, beispielsweise:

—
S
Nl

—
S
=

—

Cc

~

(PA=QAR)V(PA-QA-R)
(PA-Q)A(RV-R)
(PA-Q)A1

PA-Q

Man soll sehen, dass die beiden Formeln A’ und A” beide (minimale) DNF fiir A sind und diese daher
(obwohl Normalform) iiberhaupt nicht eindeutig ist.



Aufgabe 2

Fiir n € N ist die Formel
A, =P P Py ... P11 P,

gegeben. Sei Aiknf eine zu A, erfiillbarkeitséiquivalente Formel in kurzer KNF. Dabei sei die kurze KNF
mit einer geringfiigigen Modifikation des Verfahrens aus der Vorlesung hergestellt worden, bei dem fiir je
eine Aquivalenz zwischen zwei Atomen ein neues Atom (); eingefiihrt wird.

(a) Geben Sie A"t an,

(b) Wie viele Disjunktionen enthalt Akknf?

Lésung zu Aufgabe 2

(a) Die Anwendung des beschriebenen Verfahrens auf A4 ergibt folgendes (modulo Assoziativitét):

A4:P1<—>PQHP3HP4
———

Q1
—_—
Q2

Dies fithrt zu folgenden Aquivalenzen:

Q1 < P& PR
Q2 < Q1+ P
Q2 < Py

Q; < (Qi—1 < Piy1) (mit Qo = Pyp) lisst sich wie folgt als KNF mit 4 Klausel mit je zwei
Disjunktionen darstellen. Zuniichst bemerken wir das jede Aquivalenz A < B logisch dquivalent ist
zu (AAB)V (~AA-B) und zu (AV —B) A (—AV B). Von diesen beiden Aquivalenzen wird in der
folgenden #quivalenten Umformungskette Gebrauch gemacht.

Qi + (Qi—1 <> Piy1)

Qi V ~(Qi—1 < Piyq)

Qi V((Qi—1 AN Piy1) V (mQi—1 AN Piy1))
Qi V (~(Qi—1 A Piy1) N =(=Qi—1 A —Piy1))
Qi V ((mQi—1V =Piy1) AN(Qi—1 V Piy1))
(QiV=Qi—1V ~Pip1) AN(Qi vV Qi—1V Piy1)

Insgesamt ergibt sich also:

Qi V (Qi—1 > Piy1)

Qi V ((7Qi-1V Pip1) AN(Qi—1V =Pi11))

Qi V (mQi—1V Piy1) AN(Qi—1V = Pit1))
(QiV =Qi—1V Piy1) N Qi V Qi—1V —Piy1)
(—QiV =Qi—1V Pip1) A (—Qi V Qi1 V = Piy1)

> > > > >

Ay (Ql V=PV —\P2> A (Ql vV PV PQ) A (ﬂQl V=PV PQ) A (ﬂQl vV PV —|P2)
(Q2V Q1 V-P3)A(Q2VQ1V ) A (=Q2V-Q1V P3)A(=Q2V Q1V —F3)

(Q2V —Py) A (—Q2 V Py)

> > |l

(b) Die Anwendung des beschriebenen Verfahrens auf A,, ergibt folgendes (modulo Assoziativitét):

A, =P+ P+ Py« ...« P11 < P,
——

Q2

Qn72



Dies fiihrt zu folgenden Aquivalenzen:

Q1 < PR
Q2 < Q1+ P3
Q3 < Q2+ Py

Qn—Q <~ Qn—S A Pn—l
Qn—Q <~ Pn

Fiir die ersten n — 2 Aquivalenzen lisst sich die KNF mit je 4 Disjunktionen bilden (siche oben),
flir Qn—2 <> P, mit 2 Disjunktionen. Insgesamt sind das also

(n—2)-442=4n—6

Klauseln, nur O(n) viele.

Aufgabe 3

Geben Sie den reduzierten Shannon Graphen (BDD) an, der dquivalent ist zu der sh-Formel
sh(Ps, P2, Pp)
und die Ordnung P, < P» < P3 auf den aussagenlogischen Variablen respektiert.

Lésung zu Aufgabe 3

Abbildung 1] zeigt den gesuchten BDD. Wie man sieht ist die Reihenfolge der Variablen bei BDDs durchaus
von Bedeutung!

Abbildung 1: Shannon-Graph zu Aufgabe



Aufgabe 4
Gegeben sei fiir n € N die Paritétsfunktionﬂ fn:{0,1}" — {0, 1} durch

fu(P1, Py, ...

P, = 1 falls die Summe P; + - - - + P, ungerade ist
1 0 sonst

Geben Sie einen reduzierten Shannongraphen fiir die Funktion f4 an.

Lésung zu Aufgabe 4

Geht man streng nach Schema vor, so beginnt man mit einem vollsténdigen Entscheidungsbaum (s. Abb.
1) und wendet darauf das Reduktionsverfahren aus der Vorlesung an. Zunéchst wird man feststellen, dass
die Ps-Unterbdume wegen Isomorphie auf zwei reduziert werden kénnen. Im entstehenden Graphen sind je
zwei bei einem P;3-Knoten beginnende Untergraphen isomorph, die beiden P» bleiben erhalten. Insgesamt
ergibt sich Abbildung 2.

Man kann auch direkt auf diese Darstellung kommen, wenn man von der Aufgabenstellung selbst
ausgeht. Es spielt bei der Auswertung des Graphen keine Rolle in welcher Nullen und Einsen aufeinander
folgen, einzig die bisherige Paritdt der Eingabe ist relevant. Z.B. sollten wir uns beim Auswerten von
Py im selben Knoten befinden, egal, ob (P;, P2, P3) = (1,0,0) oder (0,1,0) oder (1,1, 1) war. Einzig die
bisherige Paritdt und die Belegung von Py sind entscheidend fiir die weitere Auswertung. Da es nur 2
Paritatszustinde gibt, ist klar, dass es fiir ¢ > 2 genau 2 Knoten mit der Beschriftung P; geben muss.
Eine 1 fiithrt dabei zur jeweils anderen ,,Paritéits-Gruppe”, eine 0 erhilt die Paritét.

Weiterfiihrende Frage: Wie sieht der reduzierte Shannongraph fir die allgemeine Funktion f, aus?

Das oben gessagte gilt auch fiir allgemeines n: Das Verhalten héngt nicht von der Belegung der
vorangegangenen Variablen ab, sondern nur von deren Paritdt, damit wird es weiter fiir jede Variable
zwei Knoten geben, fiir jede Paritét einen.
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Abbildung 2: Ausgangsbaum fiir Aufgabe 6

f f

!Streng genommen miisste diese Funktion auf der Menge {F, W} operieren, aber die Formulierbarkeit als Summe legt
diese etwas andere Schreibweise nahe.



Paritiat 0 Paritat 1

Abbildung 3: Shannongraph zu Aufgabe 6



