Karlsruhe Institute of Technology

Formale Systeme

Pradikatenlogik: Semantik
Prof. Dr. Peter H. Schmitt

KIT — INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK

KIT - Universitat des Landes Baden-Wiirttemberg und www.kit.edu
nationales in der Helmholt: i



http://www.kit.edu

Bedeutung von Formeln (T

Ist die Formel
q(x) — 3y (in(y, x) NkI(y) ),
wahr?
Die Signatur X = {k( ), q( ), d(), kI(), gr(), in(, )} liegt fest.

Die Wahrheit ist abhangig von

» einer Interpretation D = (D, /)
» einer Variablenbelegung 3

Prof. Dr. Peter H. Schmitt — Formale Systeme 2/36



Interpretation KIT

Es sei X eine Signatur der PL1.
Eine Interpretation D von ¥ ist ein Paar (D, I) mit
1. D ist eine beliebige, nichtleere Menge
2. list eine Abbildung der Signatursymbole, die
» jeder Konstanten ¢ ein Element /(c) € D
» fUr n > 1: jedem n-stelligen Funktionssymbol f eine
Funktion /(f): D" — D
» jedem O-stelligen Pradikatsymbol P einen Wahrheitswert
I(P) € {W,F}
» fUr n > 1: jedem n-stelligen Pradikatsymbol p eine
n-stellige Relation /(p) C D" zuordnet.
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Beispiel einer Interpretation (Tarski’s ST
World)
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Py = {k(), q(), d(), KI(), gr(), in(, )} Dgsp = {Q; : 1 < i <6} U{Ky,Kz,Ks,Dy,05,D3}
lgsp(q) = {Q; : 1 < i <6}

Igsp(k) = {K1, K2, K3}, Igsp(d) = {D1, Do, D3}

Isp(iM{ (K1, Q1), (K1, Q3), (K2, Q1), (K2, Q2), (K3, Q2), (K3, Q3), (D3, Dy), (Qs, D2)}
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Variablenbelegung (T

Definition

Es sei (D, /) eine Interpretation von %.

Eine Variablenbelegung (oder kurz Belegung Uber D) ist eine
Funktion

B Vvar — D.

Zu 3, x € Var und d € D definieren wir die Modifikation von (3
an der Stelle x zu d:

_ d fallsy=x
H0=1 sy) taley 7 x
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Auswertung von Termen (T

Definition Auswertung

(D, I) Interpretation von ¥, 5 Variablenbelegung tber D.
Wir definieren eine Funktion valp ; 5, mit

valp  5(t) € D fur t € Terms
valp ; 3(A) € {W,F} fir A € Fors

Definition Auswertung von Termen

valp 1 5(x) = p(x)furx € Var
valD,,,B(f(h N Tn)) (I(f))(valDJ’B(ﬁ ), ey valD,,ﬁ(tn))
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Auswertung von Formeln (T

1. vaID,,ﬁ(1) w
F
) =

valD /g(O)

W falls val, s) = val, t
valp 1 5(s =t { E sonst D,1,5(5) p.1s(t)
valp,; 5(P) := I(P) fur 0-stellige Pradikate P

VaID,/,ﬁ(p(t1 PR tn)) =

W  falls (valps(t1), ..., valp,s(th)) € I(p)
F sonst

Prof. Dr. Peter H. Schmitt — Formale Systeme 7/36



Auswertung von Formeln (T

2. valp ; g(X) fur X € {-A,ANB,AV B,A— B,A < B} wiein
der Aussagenlogik.

3. Va/D’[’g(VXA) =
W falls fur alle d € D : valp | 5a(A) =W
F sonst

4, valD,,ﬁ(EIxA) =

W falls ein d € D existiert mit valp ; ;o(A) =W
F sonst
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Beispiel KIT

Auswertung der Formel

qa(x) —  3Jy(in(y,x) Akl(y))

in der Interpretation Dgs, = (Dpsp, Igsp)
mit der Variablenbelegung 5(x) = Q.

VaIDBspaﬁ(X) = Q1 € /(q)’ aISO Val’DBspﬁ( q(X) ) = W
((in(y, %) A KI(y)) = W
weil (K1, 01) S /BSp(in) und Kj € /Bsp(kl)

Mit K; als Belegung far y: vaID

K;
Bspvﬁy1

Daher valp,, s (3y(in(y,x) Akl(y)) = W

Insgesamt
Valpg,,5(q(x) = 3y(in(y, x) N kI(y)) = W

Prof. Dr. Peter H. Schmitt — Formale Systeme 9/36



Arithmetische Strukturen AT

Signatur Zarith = {+7 *, S}
Die mathematischen ganzen Zahlen

Z=(Z,+z,%z,<z).
Die ganzen Zahlen in Java

Z jint = (Zint, +dints * Jint» <dint)-

wobei:
Z Jint = [minint, maxInt] = [-2147483648,2147483647]
n+gnt M = nachste Folie
nxyn m = nachste Folie

n<gmm < n<zm
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Java Arithmetik AT

Fir n, m € [minint, maxint] gilt

N +yint M =

Z.B.

( n+zm falls n4+z m e [minint, maxint]

minint —z 1 +z ((n+z m) —z maxint)
falls n+z m > maxint

maxint + 1 + ((n+z m) — minint)
falls n+z m < minint

maxint + jiny 1 = minint und minint — j,; 1 = maxint

Entsprechend fUr ;.
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Vergleich von Z und Z

[ Formel ¢ | ZE¢| Zin 9|
Vx3y(x < y) ja nein
VxVy(x +1)xy=xxy+y)|ja ja
Ix(0<xAx+1<0) nein | ja

Prof. Dr. Peter H. Schmitt — Formale Systeme

12/36



Koinzidenzlemma AT

Theorem

D sei Interpretation, 3, Variablenbelegungen
1. Gilt furden Termt  (x) = ~(x) fdr alle x € Var(t), dann
Valpwg(t) = Va/p,,y(t).
2. Gilt fur die Formel A 3(x) = ~(x) fdr alle x € Frei(A),
dann valp g(A) = valp ,(A).
3. Ist A € Fors geschlossen, dann gilt valp g(A) = valp ~(A)

Beweis: Durch strukturelle Induktion unter Ausnutzung der
Definition von val.
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Substitutionslemma fiir Terme AT

Theorem

Y sei eine Signatur,

D eine Interpretation fiir ¥,

3, 3 Belegungen,

o eine Substitution und t € Terms.

Dann gilt
valp g(o(t)) = valp g (1).
wobei
B'(x) = valp s(o(x))
fir alle x € Var.
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Beweis AT

Strukturelle Induktion nach t.
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Beweis KIT
Induktionsanfang

t =x & Var:

valp s(o(x)) = B'(x) Def. von j’
= valp z(x) Def. von val(x)
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Beweis AT

Induktionsschritt

t=f(ty,.... 1)

valp g(o(f(ty, ..., t)))

= valps(f(o(t).....o(t)))

= [I(f)(valp g(o(ty)),...,valp g(a(tn)))

= I(f)(valp /(t1),...,valp g (tn)
(nach Induktionsannahme)

= Va/pwg/(f(ﬁ,...,tn))
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Quiz AT

Kollosionsfreie Substitutionen

Es bezeichne F die Formel

p(x,z) AJy(p(x,y) Ap(z,y) = p(X,))

Welche der folgenden Subsitutionen ist kollisionsfrei fir F?

o1 {x/a,z/b} kollisionsfrei
o2 {x/(x+2),z/(x+ 2z)} kollisionsfrei
o3 {x/(x+Vy),z/a} Kollision
os {x/y} Kollision
os {x/z} kollisionsfrei

Prof. Dr. Peter H. Schmitt — Formale Systeme 18/36



Substitutionslemma fiir Formeln AIT

Theorem

¥ sei eine Signatur, D eine Interpretation fiir &,
B, B Belegungen, A € Fors und
o eine fir A kollisionsfreie Substitution.

Dann gilt:
Valpvﬂ(U(A)) = Valp’B/(A),

wobei
B'(x) = valp s(a(x))

fiir alle x € Var.
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Beweis

Induktion nach A.

Exemplarisch: Schritt von A nach 3xA.
Notation: valg abkirzend flr valp s.
AuBerdem: ox(x) = x, ox(y) = o(y) fir y # x.

valg(o(3xA)) = W gdw
gdw
gdw

gdw
gdw
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valg(Ixox(A)) = W
Anwendung von o

valﬂg(ax(A)) =W flireinde D
Def. von val

val gay,(A) = W Ind.Vor
wo (32)"(y) = valsa(ox(y)) fir all y.
val 5ne(A) = W Liicke
valﬁl(ﬂxA) =W

Def. von val
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Beweis AT
Schlie3en der Licke

Der Beweis wird vollstandig gefuhrt sein, wenn wir die Liicke
B9 = (8"

schlieBen kénnen. Wir missen flr jede Variable y € Frei(A)

zeigen (57)"(y) = (8)%(y).

y=x:
(89)"(x) = vals(ox(x)) Def.von (57)"
= valg(x) Def. von oy
= B9(x) Def. von val fiir Variable
= d Def. der modifizierten Belegung
= (B)9(x) Def. der modifizierten Belegung
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Beweis (Forts) (T
SchlieBen der Liicke (89)" = (p')¢

y # x, y freiin A:

(B)'(y) = valgg(ox(y)) Def. von (57)"
= valg(o(y)) Def. von oy
= valg(o(y)) da x nicht in o(y) vorkommt

Kollisionsfreiheit von o
= A(y) Def. von 5’
= (8Y)4(y) Def. der modifizierten Belegung
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Sir Anthony Hoare (T
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Sir C.A.R.Hoare

Studied philosophy at Oxford U.
Graduate at Moscow State U. 1959
Programmer for Elliott Brothers, 1960
Prof. of CS at Queen’s U. Belfast, 1968
An axiomatic basis for computer
programimg

Communications ACM, 1969

Oxford U. Programming Research, 1977
Microsoft Research, Cambridge, now
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Hoare-Kalkil und Sar
Substitutionslemma

Die Zuweisungsregel im Hoare-Kalkul lautet:

{{x/s}A} x = s {A)

wobei die Substitution {x/s} kollisionsfrei sein muf3.
Die Zuweisungsregel besagt, dai3

» ausgehend von einem Zustand, in dem die Formel {x/s}A
wabhr ist,

» nach Ausflihrung der Programmstlicks x := s

» ein Zustand erreicht wird, in dem die Formel A gilt.
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Hoare-Kalkil und Sar
Substitutionslemma

Hintergrund-Interpretation #.
Programmzustand= Variablenbelegung 5.
Gelte vah, g({x/s}A) = W

Nach der Zuweisung x := s wird ein Zustand 3’ erreicht

rion . J vahp(s)falls x =y
o )'_{ B(y) sonst

Die Regel behauptet val, g (A) = W.

Das ist gerade die Aussage des Substitutionslemmas fir die
Formel A ist und die Substitution o = {x/s}.
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Anwendung des ST
Substitutionslemmas @

Theorem

Sei ¥ eine Signatur,
D eine Interpretation flir ¥,
B eine Belegung und
o eine fir A kollisionsfreie Substitution
mito(y) = y fir alle Variablen y # x,
dann gilt:
» valp (VXA — o(A)) = W
» valp g(c(A) — IxA) = W.
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Beweis AT

Wir nehmen an, daB valp g(VxA) = W gilt, d.h.
valp 5o(A) = W iralle d € D.

Zu zeigen ist
valp g(c(A)) = W

Nach dem Substitutionslemma ist das gleichbedeutend mit
Va/D”g/(A) =W
wobei Sy falls x
. B y)falls x £y
B'(y) = valp s(o(y)) = { valp, (o (x)) falls y = x
Also 3" = B¢ fur d = valp s(o(x)).

Die zweite Aussage |aft sich analog beweisen.
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Der Modellbegriff (T

Den Modell und Folgerungsbegriff definieren wir nur fir
Formeln und Formelmengen ohne freie Variablen

Das ist mit Abstand der haufigste Anwendungsfall

Der Fall mit freien Variablen wird ausfihrlich in den
Ubungsaufgaben im Skript behandelt

Definition

» Eine Interpretation D Uber ¥ nennen wir ein Modell einer
Formel A ohne freie Variablen tber ¥, wenn valp(A) = W.

» D heif3t Modell einer Formelmenge M ohne freie
Variablen, wenn fir jede Formel B € M gilt valp(B) = W.
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Der logische Folgerungsbegriff (T

Definition
Es sei M C Fors, A € Fors, beide ohne freie Variablen.

M ):z A &
Jedes Modell von M ist auch Modell von A.

Lies: Aus M folgt A (Uber ).

Kurznotationen:
E statt 5, EAfur) = A, B = Aflr {B} E A.
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Bemerkungen zum Modellbegriff KIT

ME A gdw Mu{-A}
hat kein Modell
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Allgemeingiiltigkeit (T

Definition

A € Fors heil3t

» allgemeingultig gdw = A
» erflillbar gdw —A ist nicht allgemeingiltig.
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Allgemeingiiltigkeit (T

1. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1.1 A allgemeingliltig
1.2 Jede Interpretation D ist Modell von A.
1.3 valp(A) = W fir alle D.

2. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

2.1 A erfiillbar
2.2 Es gibt D mit valp(A) = W
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Beispiele fur allgemeingultige ST

—VXA < Ix—A,

—3XA < Vx-A

VXV YA < VyVXA,

Ix3yA + JyIxA

Vx(AN B) < VYXAAVXB

dx(AV B) <» IxA Vv 3IxB

VY(AAN QxB +» Qx(A A B)),

falls x ¢ Frei(A) und y alle freie Variablen in A A QxB sind.
8. VY(AV QxB + Qx(AV B)),

falls x ¢ Frei(A) und y alle freie Variablen in A A QxB sind.

Nooas~wh -~
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Beweisbeispiel (T

Voraussetzung: x ¢ Frei(A)
Fir alle D, 5 ist zu zeigen:

valDﬁ(A — VXB) = Va/D,B(VX(A — B))
Falls valp 3(A — VxB) = W, dann folgt unmittelbar aus der
Definition von val valp 5(Vx(A — B)) = W (Ubung).

Sei jetzt valp ; s(VX(A — B)) = W, d. h.fur alle d € D:
(valp 59(A) = W = valp | 59(B) = W). (")

Angenommen, es wére valp ; 3(A — VxB) = F. Dann gilt also
valp s(A) =W und valp g(VxB) = F

es gibt also ein e € D mit valp ge(B) = F.

Wegen x ¢ Frei(A) gilt auch valp ge(A) = W. Aus (*) folgt
somit der Widerspruch
valp ge(B) = W
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Beispiel fur ein SKIT
Ableitbarkeitsproblem

VxVyvz(r(x,y) Ar(y,z) — r(x, 2))

VxVy(r(x,y) — r(y, x)) E  Vxr(x,x)
Vx3y(r(x,y)
Transitivitat
Symmetrie = Reflexivitat
Endlosigkeit

Die Antwort ist

JA
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2. Beispiel fir ein ST
Ableitbarkeitsproblem

-Ix(a< x Ae(x) AVy(a<y < x— b(y))
':

Ix(a< xN-c(x)AVy(a<y < x— —=b(y))

Gegenbeispiel:
a P P2
b(a) —b(p1) —b(p2)
~c(a) —c(p1) c(p2)
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